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1 Введение в эконометрику

1.1 Задачи эконометрики в области социально-экономических исследований
Джеймс Лайтхилл, английский математик и экономист, коротко так раскрывает этот термин: «Эконометрика — это статистико-математический анализ экономических отношений». Такой анализ производится с целью выработки рекомендаций по повседневным проблемам делового мира. Естественно, что при этом целесообразно придерживаться выводов и решений, которые обоснованы количественно. Именно этим и занимается наука эконометрика.
Чтобы продемонстрировать основные принципы эконометрики, рассмотрим пример из страхового бизнеса (страхование автомобилей). Здесь основная проблема возникает вследствие сложного характера зависимости размера страховой премии от множества переменных факторов, ряд из которых невозможно учесть. Так, очевидно, что годовой пробег автомобиля — это важный фактор, но пользоваться им как оценочным затруднительно. Практическое решение состоит в определении ряда легко наблюдаемых факторов — мощности машины, возраста (владельца страхового полиса и машины), географического положения, износа, каждый из которых имеет некоторую связь с истинным риском, в свою очередь определяющим фактический размер страховой премии. Предположим, например, что используются пять таких факторов и каждый из них измеряется на пяти уровнях. Это приводит к 55 = 3215 отдельным классификационным требованиям. Если застраховано 100 000 машин, то в каждом классе будет в среднем по 32 машины. Поскольку вероятность страхового требования порядка 10% в год, данные в каждом разряде подвергались бы слишком большим колебаниям вследствие случайных ошибок выборки и было бы трудно оценить истинную связь между тем, что происходит в разных разрядах. Более того, заниматься таким большим числом отдельных групп было бы сложно и дорого.
Для преодоления этих сложностей разрабатывают классификационную систему, основанную на выяснении относительной важности каждого фактора. Тогда классификационную формулу можно построить на аддитивной или мультипликативной основе, когда каждый фактор оценивается баллами, а формула в целом дает относительный уровень риска.
Таким же образом строятся многие экономические модели, когда наблюдаемые значения величины Y зависят линейным или более сложным образом от значений многих других наблюдаемых величин, т. е.:
Y=aixi + a2x2 + ... + e.
(1.1)
В этом уравнении е — остаток, устраняющий разность между Y наблюдавшимся и полученным по набору xi расчетным образом. Основная задача эконометрического анализа заключается в отыскании значений коэффициентов аi обеспечивающих наименьшую величину е, а следовательно, наилучшую точность прогноза.
Из приведенного примера видно, что эконометрические методы строятся на синтезе трех областей знаний: экономики, математики и статистики. Основой является экономическая модель, под которой понимается схематическое представление экономического явления или процесса с помощью научной абстракции, отражения только характерных черт. Наибольшее распространение в современной экономике получил метод анализа экономики «затраты — выпуск». Это матричные (балансовые) модели, строящиеся по шахматной схеме и позволяющие в наиболее компактной форме представить взаимосвязь затрат и результатов производства. Таким образом, объектом эксперимента стали не только многократно воспроизводимые явления и процессы, но и системы и изменения в них, реально в практике трудно либо вообще неосуществимые.
Описание экономических систем математическими методами, или эконометрика, дает заключение о реальных объектах и связях по результатам выборочного обследования или моделирования. Вместе с тем, чтобы сделать вывод о том, какие из полученных результатов являются достоверными, а какие сомнительными или просто необоснованными, необходимо уметь оценивать их надежность и величину погрешности. Все перечисленные аспекты и составляют содержание эконометрики как науки.
Развитость любого научного направления в современном мире принято оценивать числом нобелевских лауреатов. И если первоначально Нобелевские премии присуждались прежде всего в области естествен​ных наук, то впоследствии эти границы существенно расширились.

В частности, в 1968 г., в год 300-летия существования Шведского банка [image: image436.wmf]2
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, им была учреждена Нобелевская премия и в области экономических наук (читай — в области эконометрики). Первыми лауреатами Нобелевской премии в 1969 г. стали два экономиста-математика — гол​ландец Ян Тинберген и норвежец Рангар Фриш, заслугой которых признана разработка математических методов анализа экономических процессов. С тех пор подобного мирового признания удостоены многие ученые, в число которых вошли представители ряда стран, включая Россию:
в 1970 г. — Пол Антони Самуэльсон — за учебник «Экономикс» с официальной формулировкой «за вклад... в повышение общего уровня анализа в экономической науке»;
в 1973 г. — Василий Васильевич Леонтьев, американский экономист российского происхождения, — за разработку метода прогнозного экономического анализа «затраты — выпуск»;
в 1975 г. — Леонид Витальевич Канторович, советский экономист и математик, — за введение в экономическую науку моделей линейного программирования и разработку подходов к оптимизации использова​ния ресурсов.
Перечисленные ученые наряду с другими экономистами и математиками и создали эконометрику как науку.
В эконометрике, как и в любой научной дисциплине, познание развивается в соответствии с общим научным методом, предполагающим:
· формулировку гипотезы с учетом соотношений между наблюдаемыми данными;
· сбор статистических данных и представление гипотезы в сжатой или математической форме;
· модификацию или улучшение гипотезы.
Таким образом, сердцевиной познания в экономике является эксперимент, предполагающий либо непосредственное наблюдение (измерение), либо математическое моделирование.
1.2. Эконометрический эксперимент и его результаты

Целью большинства исследований в экономике является количественное изучение процессов производства и распределения материальных благ. Это изучение производится либо путем непосредственного измере​ния, либо путем математического моделирования. В экономике измерение предполагает наблюдение за изучаемым объектом. От того, насколько полными и качественными окажутся собранные данные, зависят во многом и те выводы, к которым придет исследователь. Сбор статистических данных (наблюдение) представляет собой процесс получения первичных данных об элементах исследуемой совокупности и их свойствах, которые становятся далее предметом статистической обработки и анали​за. Поэтому статистическому наблюдению всегда уделялось и уделяется большое внимание в эконометрических исследованиях.
Основой любого статистического наблюдения является первичный статистический материал — фундамент эконометрического исследования, а задачей наблюдения является получение достоверной информации. Сбор статистических данных осуществляется главным образом посредством получения отчетности предприятий и организаций, а также путем проведения специального статистического наблюдения. В первом случае сведения получают от отдельных предприятий, учреждений, хозяйств, министерств и т. п. по установленным формам и в установ​ленные сроки. Сведения, предоставляемые в отчетности, могут отно​ситься к разным по продолжительности периодам времени, и в соответствии с этим различают отчетность суточную, декадную, месячную, полугодовую и т. п.
Однако круг явлений рыночной экономики настолько велик, что полный охват отчетностью не только затруднителен, но и не всегда возможен. Например, при изучении бюджетов населения невозможно заставить каждую семью отчитываться в своих доходах и расходах. В таких случаях проводятся специальные обследования, статистические наблюдения. Специально организованное статистическое наблюдение используется как органами государственной статистики, так и отдельными учреждениями, организациями, предприятиями. Его результаты дополняют собой данные отчетности, позволяют более детально изучать отдельные стороны общественной жизни. Две организационные стороны статистического наблюдения не противостоят, а дополняют друг друга, делают возможным изучение всех сторон коммерческой деятельности.
Об одних явлениях получают сведения, регистрируя факты по мере их возникновения (например, регистрация недвижимости, юридического лица, сделки в присутствии нотариуса). В других случаях факты регистрируются независимо от того, когда они возникли (например, составление годовой отчетности по труду предприятиями).
В соответствии с этим в эконометрике с точки зрения времени регистрации фактов различают текущее (непрерывное) и дискретное (прерывное), которое в свою очередь можно подразделить на единовременное, если наблюдение происходит от случая к случаю, и периодическое, если оно повторяется через определенные равные интервалы времени.
Статистическое наблюдение может охватывать все единицы изучаемой совокупности. Но в отдельных случаях представление обо всей совокупности можно получить, исследуя лишь ее часть.
В соответствии с охватом единиц наблюдаемого объекта различают сплошное и несплошное (выборочное) статистическое наблюдение. При сплошном наблюдении ставится задача получить сведения обо всех единицах изучаемой совокупности. Однако в целом ряде случаев вместо сплошного наблюдения с успехом можно применить частичное наблюдение. К выборочному наблюдению прибегают в тех случаях, когда физически невозможно, трудно или нецелесообразно осуществить сплошное наблюдение, а также тогда, когда ограничения во времени или средствах не позволяют его осуществить.
Несплошное наблюдение обеспечивает экономию времени и средств и имеет свои разновидности: обследование основного массива, выборочное наблюдение, анкетное наблюдение и типическая монография.
Обследование основного массива заключается в том, что наблюдение ведется за такой частью единиц объекта, которая является преобладающей в объеме исследуемого объекта (см., например, Постановление Госкомстата России от 11.08.1994 года «Об утверждении государственной статистической отчетности о наличии и движении основных средств и других нефинансовых активов»).
При выборочном наблюдении отбор подлежащих обследованию единиц изучаемого явления рыночной экономики организуют по принципу случайности: по жребию или механическим отбором, при котором обследуемые единицы выбирают в определенной последовательности. Так, например, если при изучении размеров дохода 100 предпринимателей регистрировать данные первого, одиннадцатого, двадцать первого и т. д. предпринимателя из алфавитного списка, то получим десятипроцентную выборку с механическим отбором.
Сущность анкетного наблюдения заключается в том, что лицам, от которых необходимо получить сведения, рассылают анкеты с просьбой заполнить их и возвратить обратно. Не все получившие анкеты возвращают их, поэтому данные неполные и на их основе нельзя сделать выводы, характеризующие всю исследуемую совокупность. В силу этих обстоятельств анкетный способ в эконометрических экспериментах имеет ограниченное применение. К нему прибегают в том случае, когда нет другого, более надежного способа получения данных.
Обычно в составе изучаемого явления выделяются однородные группы, состоящие из единиц одного типа. В каждой подлежащей обследованию группе подвергают наблюдению одну (иногда две, три) типичную единицу. Установленные при наблюдении величины признаков рассматривают как типичные (средние) величины для группы в целом. Программа наблюдения при типической монографии обычно бывает достаточно широкой, т. е. охватывает большое число признаков.
Основой обработки статистического наблюдения является теория вероятности. Уместно вспомнить ее основополагающие определения.
Теория вероятности возникла из убеждения, что в основе массовых случайных событий лежат детерминированные закономерности. Теория вероятности изучает данные закономерности. Например, определить однозначно результат выпадения «орла» или «решки» в результате подбрасывания монеты нельзя, но при многократном подбрасывании выпадает примерно одинаковое число «орлов» и «решек».
Испытанием называется реализация определенного комплекса условий, который может воспроизводиться неограниченное число раз. При этом комплекс условий включает в себя случайные факторы и его реализация в каждом испытании приводит к неоднозначности исхода испытания. Например, испытание — подбрасывание монеты.
Результатом испытания является событие. Событие бывает: достоверное (всегда происходит в результате испытания); невозможное (никогда не происходит); случайное (может произойти или не произойти в результате испытания). Например, при подбрасывании кубика невозможное событие — кубик станет на ребро, случайное событие — выпадение какой-либо грани.
Конкретный результат испытания называется элементарным событием.
В результате испытания происходят только элементарные события.
Совокупность всех возможных, различных, конкретных исходов испытаний называется пространством элементарных событий. Например, испытание — подбрасывание шестигранного кубика. Тогда элементарное событие — выпадение грани с «1» или «2».
Совокупность элементарных событий — это пространство элементарных событий.
Сложным событием называется произвольное подмножество пространства элементарных событий. Сложное событие в результате испытания наступает тогда и только тогда, когда в результате испытаний произошло элементарное событие, принадлежащее сложному. Например, [image: image437.wmf]2
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испытание — подбрасывание кубика. Элементарное событие — выпадение грани с номером «1». Сложное событие — выпадение нечетной грани.

С опорой на данные сведения можно начинать разговор об эконометрическом эксперименте.
Проведение эконометрического эксперимента происходит по определенной схеме и требует выполнения ряда этапов. Можно выделить следующие этапы:
постановка (формулировка) задачи;
построение модели;
отыскание решения;
проверка модели и оценка решения;
внедрение решения и контроль его правильности.
На первом этапе главную роль играет лицо или группа лиц, ответственных за принятие решения в фирме (ее высший менеджмент). Здесь должны быть сформулированы цель экономической деятельности и возможные пути ее достижения, т. е. определено то, что мы называем «множеством стратегий». Неверный выбор цели может лишить смысла всякие дальнейшие исследования и даже привести к вредным последствиям. Поэтому здесь иногда бывает полезным привлечение математика к выбору цели. Если планируемая операция преследует несколько целей, то необходимо выделить основные и каждой из них поставить в соответствие свой критерий эффективности,
Второй этап — построение математической модели — поле деятельности математика-экономиста. Для построения модели следует определить множество параметров, которые используются для зада​ния зависимостей, характеризующих рассматриваемый процесс. При построении математической модели записывается критерий эффективности процесса, являющийся математическим эквивалентом цели. Уровень достижения цели характеризуется именно этим критерием. В мате​матической модели критерий полностью заменяет цель. Ограниченное, как правило, количество активных средств и, следовательно, множество стратегий непременно учитывается при построении математической модели.
При реализации третьего этапа, состоящего в поиске оптимальных стратегий на основании построенной модели, широкое применение находят различные математические методы, которые могут быть рас​пределены на две группы: аналитические и численные (имитацион​ные). Применение численных методов предусматривает разработку
или использование разработанных алгоритмов с последующим про​граммированием на ЭВМ, которая проводит поиск оптимального решения с последующим отображением его на своих выходных устройствах.
Четвертый этап предусматривает проверку адекватности модели исследуемого процесса и оценку полученного решения. Оценка решения может быть проведена путем сравнения результатов, если бы это решение не принималось, и результатов, к которым приводит принятое решение. Здесь очень важно учесть степень влияния различных колебаний параметров системы на исход процесса при использовании полученного решения.
На пятом этапе полученное решение должно быть сформулировано таким образом, чтобы оно было понятно тем, кто ответствен за принятие этого решения. Здесь может появиться необходимость в проведении дополнительных работ, связанных с совершенствованием имеющейся модели и улучшением полученного решения.
Рассмотрим пример формализации простейшей эконометрической модели.

Пример. (Определение оптимального плана выпуска продукции.)
Имеется т видов резервов в количестве, определяемом вектором, А = (а1, а2 ..., ат), которые могут использоваться для производства п видов продукции. Норма расхода j-ro ресурса на производство одной единицы j-й продукции определяется величиной аij, i = 1,2…,m; j=1,2,…,n. Эффективность выпуска единицы j-й продукции характеризуется показателем сj, j = 1,2,…,п. Цель моделирования состоит в том, чтобы определить такой план выпуска продукции, при котором общий эффект от проведения данной операции окажется максимальным.
Построим математическую модель процесса. Для этого планируемый выпуск продукции обозначим через хj, j = 1,2,…,n.
Критерий эффективности в этом случае может быть записан в виде
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Учитывая имеющееся количество ресурсов, запишем ограничения, которые определяют допустимую область решений:
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Задача такого эконометрического исследования состоит в поиске неотрицательных значений переменных сn, с2,..., сп, которые удовлетворяют ограничениям и обращают в максимум критерий эффективности. В этой задаче факторы (нормы расхода ресурсов, показатели эффективности единицы продукции) известны и носят детерминированный характер. Значит, задача может быть отнесена к классу детерминированных и решена с помощью методов линейного программирования.

Однако такие задачи в экономике скорее исключение, чем правило. Случайности определяют значения факторов и приводят к погрешностям в эконометрическом эксперименте.
Задача определения погрешности эксперимента далеко не проста. Основная трудность заключается в том, что как при непосредственном измерении, так и при моделировании необходим учет разнообразных факторов, в той или иной степени влияющих на результат. Так как познание сущности изучаемого явления всегда неизбежно ограничено, то в любом конкретном эксперименте проанализировать или хотя бы указать все факторы, воздействующие на результат, невозможно. Поэтому истинное значение погрешности экспериментальной величины на любом этапе развития техники и методики эксперимента остается неизвестным. Отсюда задачей теории может быть только максимально достоверная оценка погрешности. Степень достоверности этой оценки зависит прежде всего от того, насколько в данном конкретном эксперименте учтены факторы, влияющие на результат измерения или моделирования.
Для облегчения анализа эксперимента его ошибки целесообразно классифицировать в соответствии с причинами, которые их вызывают. В эконометрике выделяют две категории ошибок: систематические и случайные.
Под систематическими ошибками обычно подразумевают погрешности, которые, практически не изменяясь за время опыта, одинаковым образом входят в каждый конечный результат эксперимента, вызывая смещение его в одну какую-либо сторону. Источниками систематиче​ских ошибок могут быть:
инструментальные ошибки, возникающие из-за дефектов или неисправностей измерительной аппаратуры;
ошибки, связанные с состоянием внешней среды, в которой производятся измерения;
ошибки, обусловленные индивидуальными особенностями экспериментатора (субъективные или личные ошибки);
ошибки, обусловленные неточностью градировочных констант приборов и ограничений точностью мировых констант;
ошибки, вносимые самим методом постановки эксперимента из-за приближенности теоретических соотношений, связывающих наблюдаемые на опыте величины с величинами, непосредственно интересующими экспериментатора.
Третий и пятый источники ошибок наиболее характерны для эконометрического моделирования, поскольку именно в этом случае чаще всего сказываются субъективизм исследователя и ограниченное соответствие модели реальному объекту.
Поскольку систематические ошибки определяются методом постановки эксперимента, то какой-либо общей теории этих ошибок не мо​жет существовать. Тем не менее если источник систематической ошиб​ки известен, то в принципе можно учесть ее влияние на результат эксперимента, а в ряде случаев полностью или частично исключить либо устранив источник, ее вызывающий, либо внеся поправку, при​ближенно учитывающую ее влияние.
Случайные ошибки обычно связывают с факторами, претерпевающими незначительные изменения за время эксперимента. Современное состояние науки дает возможность поставить и решить задачу об учете влияния на результат эксперимента каждого из подобных фак​торов в отдельности. Однако ясно, что такая попытка бессмысленна и практически бесполезна. Поэтому эконометрика пошла по другому пути. Поскольку исход каждого отдельного наблюдения зависит от действий большого числа разнообразных факторов, меняющихся за время эконометрического эксперимента, то его результат естественно считать зависимым от случая, т. е. случайной величиной. Следовательно, и ошибку эксперимента, вызванную действием таких факторов, можно рассматривать как случайную величину. Такой подход дает возможность трактовать ошибку как величину, управляемую вероятностными законами, и применять для ее расчета теорию вероятностей, т. е. теорию случайных явлений. Поэтому случайную ошибку называют иногда также статистической.
Приведенная классификация ошибок на систематические и случайные чисто условна и справедлива только для конкретного эксперимента. Одна и та же ошибка в одном множестве наблюдений выступает как систематическая, а в другом — как случайная. Отсюда следует важный вывод о том, что результат эксперимента всегда можно оценить статистически. Для этого необходимо спланировать эксперимент [image: image438.jpg]


таким образом, чтобы фактор, дающий систематическую ошибку, действовал случайным образом.
Из изложенного вытекает, что как систематическая, так и случайная ошибка может быть, по крайней мере в принципе, сделана сколь угодно малой по величине. Поэтому на первый взгляд может показать​ся, что точность эконометрического эксперимента можно неограниченно увеличивать и получить в пределе истинное значение измеряемой (моделируемой) величины. Однако это не так.
Каждый измерительный прибор, а тем более математическая модель, обладают определенным интервалом чувствительности, ограничивающим разрешающую способность эксперимента. Вследствие этого при последовательном устранении или уменьшении ошибок и увеличении числа опытов общая погрешность эксперимента стремится не к нулю, а к некоторому постоянному числу.

Отсюда следует важный для практики вывод о том, что для получения существенно более высокого по точности результата эконометрического эксперимента необходимо обратиться к математической модели, основанной на иных предположениях. Другого пути не существует, и повышение точности результата эксперимента вообще не может быть достигнуто иным способом.

2. Классификация переменных в эконометрических исследованиях

2.1Типы данных
При моделировании экономических процессов оперируют двумя типами данных: пространственными и временными.
Пространственные данные — это данные по какому-либо экономическому показателю, полученные от разных однотипных объектов (фирм, регионов и т.п.), но относящиеся к одному и тому же моменту времени (пространственный срез). Например, данные об объеме производства, количестве работников, доходе разных фирм в один и тот же момент времени.
Временные ряды — это данные, характеризующие один и тот же объект в различные моменты времени (временной срез). Например, ежеквартальные данные об инфляции, средней заработной плате, данные о национальном доходе за последние годы.
Отличительная черта временных данных — упорядоченность во времени. Кроме того, наблюдения в близкие моменты времени часто бывают зависимы.

Любые экономические данные представляют собой характеристики какого-либо экономического объекта. Они формируются под воздействием множества факторов, не все из которых доступны внешнему контролю. Неконтролируемые (неучтенные) факторы обусловливают случайность данных, которые они определяют.
Поскольку экономические данные имеют статистическую природу, для их анализа и обработки необходимо применять специальные методы.
2.2 Классы моделей
Можно выделить три основных класса моделей: модели временных рядов, регрессионные модели с одним уравнением и системы одновременных уравнений.
К моделям временных рядов относятся модели тренда и модели сезонности. Тренд представляет собой устойчивое изменение уровня показателя в течение длительного времени. Сезонность характеризует устойчивые внутригодовые колебания уровня показателя.
Кроме того, к этому классу относится множество более сложных моделей, таких, например, как модель адаптивного прогноза, модель авторегрессии.
Их общей чертой является то, что они объясняют поведение временного ряда исходя только из его предыдущих значений.
В регрессионных моделях с одним уравнением объясняемая переменная представляется в виде функции от объясняющих переменных. Примером служит модель спроса на некоторый товар в зависимости от его цены и дохода.
По виду функции регрессионные модели делятся на линейные и нелинейные. Существуют эффективные методы оценки и анализа линейных регрессионных моделей. Анализ линейных регрессионных моделей является базовым в прикладной эконометрике.
Область применения регрессионных моделей, даже линейных, значительно шире, чем моделей временных рядов.
Системы одновременных уравнений описываются системами уравнений, состоящими из тождеств и регрессионных уравнений, в каждом из которых помимо объясняющих переменных содержатся объясняемые переменные из других уравнений системы. Примером служит модель формирования доходов.
Все три класса моделей могут использоваться при моделировании экономических процессов.
Обычно предполагают, что все факторы, не учтенные явно в экономической модели, оказывают на объект некое результирующее воздействие, величина которого задается случайной компонентой.

Введение случайной компоненты в экономическую модель делает ее доступной для эмпирической проверки на основе статистических данных.
2.3 Оценивание моделей
После того как экономическая модель сформулирована, необходимо проверить совместимость модели с реальными экономическими данными. При этом следует различать два уровня анализа: теоретический и эмпирический.
На теоретическом уровне предполагаем, что известны все возможные реализации экономических показателей {генеральная совокупность).
Зная или предполагая статистические свойства генеральной совокупности, можно теоретически определить параметры модели.
На практике множество возможных исходов неизвестно, можно наблюдать только случайно выбранные значения интересующих показателей.
На эмпирическом уровне, располагая лишь выборочными значениями экономических показателей {выборочная совокупность), можно оценить, а не определить точно значения параметров модели. Эти оценки являются случайными.
Цель оценивания — получить как можно более точно значения неизвестных параметров генеральной совокупности.
2.4 Типы зависимостей
В экономических исследованиях одной из основных задач является анализ зависимостей между переменными. Зависимость может быть строгой (функциональной) либо статистической.
Функциональная зависимость задается в виде точной формулы, в которой каждому значению одной переменной соответствует строго определенное значение другой, воздействием случайных факторов при этом пренебрегают.
В экономике функциональная зависимость между переменными проявляется редко.
Статистической зависимостью называется связь переменных, на которую накладывается воздействие случайных факторов. При этом изменение одной переменной приводит к изменению математического ожидания другой переменной.
Уравнение регрессии — это формула статистической связи между переменными. Если эта формула линейна, то имеем линейную регрессию.
Формула статистической связи двух переменных называется парной регрессией, зависимость от нескольких переменных — множественной регрессией.
Приведем необходимые элементы математической статистики, используемые в эконометрике.
3. Элементы математической статистики
3.1 Операция суммирования
Пусть величина X задается последовательностью данных х1 х2,..., хn„, каждое из которых можно записать как хi,, i= 1,2,…,п.
Сумма этих чисел обозначается следующим образом:
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Сумма квадратов этих чисел обозначается следующим образом:
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Обозначим:
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Имеет место неравенство
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3.2 Случайные величины
Случайной величиной (переменной) называется величина, которая под воздействием случайных факторов может с определенными вероятностями принимать те или иные значения из некоторого множества чисел.
Случайные величины обозначаются большими буквами, а их возможные значения — малыми.
Для полной характеристики случайной величины должны быть указаны не только все ее значения, но и их вероятности.
Универсальным способом задания случайной величины Х является задание ее функции распределения.
Функцией распределения F(x) случайной величины X называется вероятность того, что величина X принимает значение меньшее х, т.е.
F(x) = P(X<x),    х ( R.




(3.7)
Свойства функции распределения:

1. 0< F(x)< 1 при любых х( R
2. .P(xl<X<x2) = F(x2)-F(xl).
3.
 F{x) — неубывающая функция.
4.
Iim F(x)=0,    Iim F(x) = l.

    x( -(                    x(-(
Различают дискретные и непрерывные случайные величины.
1. Дискретной называется случайная величина, которая принимает отдельные, изолированные друг от друга значения. Число возможных значений дискретной случайной величины конечно или счетно.

Дискретную случайную величину удобнее задавать не в виде функции распределения, а в виде ряда распределения.
При табличном задании ряда распределения первая строка таблицы содержит возможные значения случайной величины, а вторая — соответствующие им вероятности, т.е.
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(3.8)

Графическое изображение ряда распределения называется полигоном распределения.
2. Непрерывной называется случайная величина, множество значений которой непрерывно заполняет некоторый числовой промежуток. Число возможных значений непрерывной случайной величины бесконечно.
Задать непрерывную случайную величину рядом распределения невозможно, поэтому ее задают функцией распределения F{x).
Вместо функции распределения F{x) для непрерывной случайной величины обычно используется плотность распределения вероятностей f(х).
Плотностью распределения f(x) непрерывной случайной величины называется производная от функции распределения, т.е. f(х) = F'(x).
Из определения производной вытекает вероятностный смысл плотности распределения:

f(x)=F'(x)=lim[F(x+(x)-F(x)]/(x=lim[P(x<X<x+(x)]/(x
(3.9)

                  (x(0                                                    (x(0
т.е. предел отношения вероятности попадания случайной величи​ны Х в интервал (х, х + (х) к длине этого интервала при (х ( 0 ра​вен значению плотности распределения вероятностейf(х).
Из определения плотности распределения следует, что функция распределения F(x) является первообразной для плотности распределения f(х).
3.3 Свойства плотности распределения:
1. f(х)>0при любых х( R.
2. P(xt<X<x2) =(f(x)dx.
3.(f(х)dх = 1.

В основе математической статистики лежат понятия генеральной и выборочной совокупностей.
Генеральная совокупность — это множество всех значений (исходов) случайной величины, которые она может принять в процессе наблюдения. Например, данные о доходах всех жителей страны.
Выборочная совокупность (выборка) — это множество наблюдений, составляющих лишь часть генеральной совокупности.
Для любой случайной величины важную роль помимо функции распределения играют числовые характеристики ее распределения.
3.5 Числовые характеристики распределения.

3.5.1 Генеральная совокупность
Математическим ожиданием дискретной случайной величины  называется сумма произведений всех ее значений на соответствующие им вероятности, т.е
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где суммирование осуществляется по всем возможным значениям случайной величины.
Математическое ожидание непрерывной случайной величины определяется выражением
M(x)=( xf(x)dx






(3.11),
где интегрирование осуществляется на всем интервале, в котором определенаf(x).
Математическое ожидание случайной величины — это среднее ее значение по генеральной совокупности, обозначается М{Х) = (х.
Геометрически математическое ожидание случайной величины — это центр ее распределения.
Свойства математического ожидания (a, b-константы, X,Y- случайные величины):

M(a) = а.

М{bХ) = bМ{Х).
M(а + bХ) = а + bM(Х)

M(X+Y)=M(X)+M(Y)

M(X-(x)

Математическое ожидание функции g(X) определяется выражением
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где суммирование осуществляется по всем возможным значениям xt. 
В частности, если g(X)=X2,тo
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Определение. Случайные величины X, Y называются независимыми, если Р(Х=х; Y = y) = P{X = x)P(Y = y) для любых значений х,у.
Следствие. Если случайные величины.X, Y, независимы, то 

M(XY) = M(X)M(Y),
Теоретическая (генеральная) дисперсия случайной величины определяется как математическое ожидание квадрата отклонения случайной величины X относительно ее средней, т.е
(x2 =D(X)=M(X-(x)2






(3.13)

Замечание. Если ясно, о какой переменной идет речь, нижний индексе (x  или (x2 можно не указывать.
Для вычисления дисперсии часто используется другое выражение, получаемое из определения дисперсии:
D(X) = М(Х2) -(x2.






(3.14)

Дисперсия является мерой рассеяния случайной величины относительно средней (центра). Размерность дисперсии не совпадает с размерностью случайной величины.
Стандартным отклонением случайной величины X называется корень квадратный из ее дисперсии, т.е
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Стандартное отклонение показывает, насколько в среднем отклоняется случайная величина в совокупности относительно средней (центра).
Свойства дисперсии: 
1.D(a)=0

2.D(bX) = b2D(X)

3.D(a+bX)=b2D(X)

Следствие. Если случайные величины X, Y независимы, то 

D(X+Y)=D(X)+D{Y).
Заметим, что М(Х) и D{X) — это числовые характеристики генеральной совокупности (числа), а не функции.
Нормальное распределение случайной величины X характеризуется лишь двумя параметрами: средним значением ( и дисперсией (2. Это обозначается как X ~N((;(2).
График плотности нормального распределения f(х) имеет колоколообразный симметричный вид (рис. 3.1). Максимум этой функции находится в точке х = (., а разброс относительно этой точки определяется параметром (. Чем меньше значение (, тем более острый и высокий максиму f(х)
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                    Рис.3.1

Вероятность того, что отклонение нормальной случайной вели чины от среднего р. по модулю меньше (, есть

P((X-((<()=Ф(t), t=(/(




(3.16)
где Ф(t) — функция Лапласа.
3.5.2. Выборочная совокупность
Пусть из генеральной совокупности с распределением F(x) извлекается выборка объема п. Считаем, что выборочные наблюдения Х1,Х2,..., Xn, независимы и имеют одинаковые распределения.
Выборочной средней называется среднее арифметическое значений случайной величины в выборке, т.е.
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(3.17)
Выборочной дисперсией (вариацией) называется среднее арифметическое квадратов отклонения случайной величины от среднего значения, т.е.
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Свойства выборочной дисперсии

1. var(a)=0

2. var(bX)=b2var(X)

3. var(a +bX)=b2 var(X).
Значения 
[image: image17.wmf]x

, var(X) являются числовыми характеристиками выборочной совокупности. Для разных выборок, взятых из одной и той же генеральной совокупности, выборочные средние и выборочные дисперсии будут различны, т.е. выборочные характеристики являются случайными величинами.
Из условия, что выборочные наблюдения Х\, Х2, ..., Хп независимы и имеют одинаковые распределения, вытекают следующие соотношения:
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Центральная предельная теорема закона больших чисел устанавливает, что распределение средней выборочной 
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при достаточно большом n является нормальным 
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при этом
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3.6.Точечные оценки
Характеристики генеральной совокупности обычно неизвестны. Задача заключается в их оценке по характеристикам выборочной совокупности.
Характеристики генеральной совокупности принято называть параметрами, а выборочной совокупности — оценками.
Пусть искомый параметр генеральной совокупности есть (0, а на основе выборки объема  n определяется оценка (.
Для того чтобы выборочная оценка давала хорошее приближение оцениваемого параметра, она должна удовлетворять определенным требованиям (несмещенности, эффективности и состоятельности).
1. Несмещенность оценок. Оценка ( называется несмещенной, если ее математическое ожидание равно оцениваемому параметру (о при любом объеме выборки, т.е M(()=(0.

Если это не так, то оценка называется смещенной, а разность M(()- (0— смещением.
Выборочная средняя 
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является несмещенной оценкой генеральной средней (, так как   M(
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)=(. Тем не менее оценка 
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не единственная возможная несмещенная оценка (.
Выборочная дисперсия var(X) является смещенной оценкой генеральной дисперсии (x2, при этом M[var(X)]=(n-1)(x2/n
В качестве несмещенной оценки генеральной дисперсии используется величина (исправленная дисперсия)
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(3.22)

для которой M(S2) = (x2.
Величина S называется стандартным отклонением случайной величины в выборке.
2. Эффективность оценок. Несмещенная оценка ( называется эффективной, если она имеет минимальную дисперсию по сравнению с другими выборочными оценками, т.е. min D (().

Предположим, что имеются две оценки параметра (0, рассчитанные на основе одной и той же информации (рис. 3.2). Оценка A является более эффективной, чем оценка В.
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Выборочная средняя 
[image: image27.wmf]x

является эффективной оценкой генеральной средней, т.е. имеет наименьшую дисперсию в классе несмещенных оценок.
3. Состоятельность оценок. Оценка ( называется состоятельной, если при п (( она стремится по вероятности к оцениваемому параметру (0,т.е.
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Иначе говоря, состоятельной называется такая оценка, которая дает точное значение для большой выборки независимо от входящих в нее конкретных наблюдений.
На рис. 3.3 показано, как при различном объеме выборки может выглядеть распределение вероятностей (состоятельная оценка, смещенная на малой выборке).
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              Рис.3.3

Теорема Чебышева закона больших чисел утверждает, что 
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т.е. выборочная средняя 
[image: image31.wmf]x

 является состоятельной оценкой генеральной средней (.
4 Проверка статистических гипотез

Статистической гипотезой H называется предположение относительно параметров или вида распределения случайной величины.
Нулевой (основной) называют выдвинутую гипотезу Hо, а конкурирующей (альтернативной) — гипотезу H1, которая противоречит нулевой.
Проверку статистической гипотезы выполняют на основе результатов выборки. Поскольку выборка имеет ограниченный объем, то появляется возможность принятия ошибочного решения.
Вероятность ( того, что будет отвергнута правильная нулевая гипотеза, называется уровнем значимости.
Выбор, например, 5%-го уровня значимости означает, что в пяти случаях из ста верная гипотеза будет отвергнута. Стремление к уменьшению а ведет в то же время к уменьшению вероятности отвергнуть гипотезу, когда она является ложной. На практике используются следующие рекомендации.

Принятие гипотезы. Если проверяемая гипотеза принимается с 5% или более высоким значением уровня значимости, то гипотезу, безусловно, следует признать согласующейся с полученными экспериментальными данными.
Если проверяемая гипотеза может быть принята с уровнем значимости, меньшим 5%, но большим 1 %, то можно либо пойти на риск принятия гипотезы, либо взять гипотезу под сомнение. В такой ситуации следует признать целесообразным провести повторный эксперимент для получения данных, на основании которых можно было бы сделать более определенные выводы.
Применения критерия с более низким, чем 1%, значением уровня значимости для принятия гипотезы следует избегать.
Отбрасывание гипотезы. Если гипотеза отвергается с 1% или более низким значением уровня значимости, то гипотезу, безусловно, следует признать не согласующейся с полученными экспериментальными данными.
Если проверяемая гипотеза может быть отвергнута применением более высокого уровня значимости, лежащего между 1 и 5% значениями, то гипотезу либо также следует отвергнуть, либо только поставить под сомнение и, повторив эксперимент, вновь оценить выдвинутую гипотезу.
Применение 5% или более высокого значения уровня значимости не дает оснований для отбрасывания гипотезы.
Статистическим критерием называется случайная величина, которая служит для проверки нулевой гипотезы. В качестве статистического критерия выбирается такая случайная величина, например t, точное или приближенное распределение которой известно.
Наблюдаемым значением t называется значение критерия, вычисленное поданным выборки.

Множество значений критерия t разбивают на две непересекающиеся области: критическую и область принятия гипотезы.
Критической областью называется совокупность значений критерия, при которых гипотеза H0 отвергается. Различают одностороннюю и многостороннюю критические области.
Областью принятия гипотезы называется совокупность значений критерия, при которых гипотеза HQ принимается.
Критическими точками tкр называются точки, отделяющие критическую область и область принятия гипотезы. Критические точки tкр определяются по таблицам известного распределения выбранного критерия t при заданном уровне значимости и числе степеней свободы.
Сравнивая наблюдаемое значение критерия с критическими точками, можно принять или отвергнуть нулевую гипотезу.

Проиллюстрируем вышесказанное.

На рис. 3.4 изображена критическая область функции распределения случайной величины X. Для правостороннего критерия  вероятность попадания в критическую область есть площадь заштрихованной области (.
Если вероятностью ( (т. е. уровнем значимости) мы задаемся заранее, то можно  определить значение х( определяющее правило принятия или отвержения гипотезы Но.
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Рис. 3.4 Критическая область функции распределения случайной величины
Искомый статистический критерий оценки гипотезы Н0 состоит в сравнении х0 с численной величиной х(. Если (в предположении правостороннего критерия) x0>x( для выбранного уровня значимости (, то х0 попадает в критическую область постулируемой функции распределения и нуль-гипотеза Hо должна быть отброшена. Если же  x0<x(, то х0 лежит вне критической области и гипотеза Hо может быть принята.
 На рис. 3.5 представлена область случайной величины X. Выдвинем гипотезу, которую обозначим Но, о том, что случайная величина распределена по закону, характеризуемому заданной функцией плотности вероятности  (0(х). Гипотезу Но назовем нуль-гипотезой. Введем также некую альтернативную гипотезу Н1, содержание которой состоит в том, что рассматриваемая случайная величина X подчиняется закону распре​деления, описываемому функцией плотности вероятности (1(х), и будем считать, что гипотеза Н1, является истинной, если нуль-гипотеза Но неверна. Требуется на основании величины х0 решить, какой из гипотез — Но или Н1 — следует отдать предпочтение.
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Разделим область всех возможных значений рассматриваемой случайной величины на две области: область R0, соответствующую гипотезе Но, и область R1 отвечающую гипотезе Н1 (рис. 3.5). Пусть точка x(R0/ R1.), разделяющая области RQ и R1 известна

                              X(R0/R1)

Рис. 3.5. Выбор граничной точки для гипотез Но и Н1,
Если xQ < x(RQ / R{), то х0 попадет в область RQ и следует отдать предпочтение гипотезе Hо. Если же х0 > x(RQ / R1), то xQ оказывается в области R1, альтернативной гипотезы H1, и нуль-гипотеза должна быть отброшена.
Из рис.    видно, что, как бы мы ни выбирали точку x(RQ /R{), всегда существует вероятность отвергнуть верную гипотезу. Причем если благодаря смещению вправо мы уменьшаем вероятность P0 отвергнуть нуль-гипотезу H0, когда она верна, то одновременно уменьшается и вероятность 1-P1 ее отвержения, если она в действительности ложна.
Поэтому выдвижение слишком жестких требований к статистическому критерию приводит зачастую к противоположным результатам.

5. Ковариация и корреляция
Различают выборочную и теоретическую ковариацию.
Выборочной ковариацией двух переменных х, у называется средняя величина произведения отклонений этих переменных от своих средних, т.е.
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где 
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— выборочные средние переменных х, у.
Выборочная ковариация является мерой взаимосвязи между двумя переменными. Пусть данные наблюдений переменных х, у представлены в виде точечного графика — диаграммы рассеяния наблюдений (рис. 3.6).
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                            Рис.3.6

Точка (х,у) на диаграмме является центром рассеяния переменных х, у.
Вертикальная и горизонтальная прямые, проведенные через точку (х, у), разделяют диаграмму рассеяния на четыре области.
Наблюдения в областях I, III дают положительный вклад в ковариацию, а в областях II, IV — отрицательный.
Если положительные вклады преобладают над отрицательными, то ковариация будет положительной, в противном случае она будет отрицательной. Положительной ковариации отвечает положительная связь, а отрицательной — отрицательная.
При положительной (прямой) связи с увеличением одной переменной другая переменная в среднем также увеличивается, и наоборот при отрицательной (обратной) связи.
Заметим, что 
[image: image36.wmf])

var(

)

(

)

,

cov(

x

x

x

n

1

x

x

2

=

-

=

å


Правила расчета ковариации:
cov(x, u + v) == cov(x, u) + cov(x, v).
cov(x, a) = 0, если a = const.
cov(x, bu) =bcov(x, и), если b = const.
cov(u, v) = cov(v, u).
var(u, v) = var(u) + var(v) + 2 cov(u, v).
Доказательство вытекает из определения ковариации:
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Теоретической ковариацией случайных величин X, Y называется математическое ожидание произведения отклонений этих величин от своих средних значений, т.е.
pop.cov(Y, У) = М[(Х-(x)(Y-(y)]
В записи pop.cov (X, Y) символ pop указывает на то, что cov(X,Y) рассматривается по генеральной совокупности.
Заметим, что pop.cov(X, X) = М{Х- (x)2 =(x2.
Свойство. Если случайные величины X, Y  независимы, то теоретическая ковариация равна нулю, т.е. pop.cov (X,Y)=0.
Пусть выборка извлечена из нормальной генеральной совокупности и отражает её свойства.
Если случайные величины X, У независимы, то ковариация равна нулю и выборочные точки на диаграмме рассеяния наблюдений можно заключить в окружность с центром в точке (
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Если X, У зависимы, то ковариация отлична от нуля и выборочные точки можно заключить в эллипс с центром в точке (
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), при этом положение большей полуоси эллипса будет указывать направление связи (положительная или отрицательная).
Более точной мерой зависимости между величинами является коэффициент корреляции. Различают выборочный и теоретический коэффициенты корреляции.
Выборочный коэффициент корреляции определяется выражением 
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(3.26)
он является безразмерной величиной и показывает степень линейной связи двух переменных.
На рис. 3.7 отражен геометрический смысл коэффициента корреляции. На рис. 3.7, а и б случайные величины X и Y коррелированы (r> 0 или r< 0), на рис. 3.7, в и г — некоррелированы (r = 0). Если r= 0, случайные величины могут быть как зависимыми (см. рис. 3.7, в), так и независимыми (см. рис. 3.7, г).


Выборочный коэффициент корреляции является случайной величиной.
Теоретический коэффициент корреляции определяется выражением
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где (x,(y — средние квадратичные отклонения случайных величин Х,У.
Теоретический коэффициент корреляции показывает тесноту линейной связи двух случайных величин:
· ( > 0 при положительной связи и ( = 1 при строгой положи​
тельной линейной связи;
· ( < 0 при отрицательной связи и ( = —1 при строгой отрицательной линейной связи;
· ( = 0 при отсутствии линейной связи.
Определение. Случайные величины X, У называются некоррелированными, если ( = 0, и коррелированными, если ( ( 0.

Свойства. Если случайные величины X, У независимы, то они некоррелированы (( = 0), но из некоррелированности не следует их независимость, т.е. равенство ( = 0 указывает на отсутствие линей​ной связи между переменными, но не на отсутствие связи между ними вообще.
Если (= 0 для генеральной совокупности, это необязательно означает, что r— 0 для выборочной совокупности.

Примечание: Впервые термин корреляция ввел Ф Гальтон в 1877 г. в лекции "типичный закон наследственности у человека". Под корреляцией он понимал не неустановившиеся пропорции признаков, а процесс совместных изменений исследуемых признаков. Подробно рассматривалась зависимость длины левой локтевой кости от роста человека.

6. Основные сведения о некоторых  законах распределения

6.1 Нормальное распределение и его применение в экономических расчетах

Если известен закон распределения случайной величины, то в принципе это дает возможность использовать ее в расчетах как известную, т. е. определять (с некоторой вероятностью) на основе математических действий интересующие нас данные (например, определить степень предпринимательского риска) по значениям среднего и дисперсии.
В экономике особое место занимает нормальный закон распределения случайной величины, часто называемый законом распределения Гаусса. Нормальное распределение характеризуется тем, что крайние значения признака (случайной величины) в нем встречаются достаточно редко, а значения, близкие к средней величине, — достаточно часто. Нормальным такое распределение называется потому, что оно очень часто встречалось в естественнонаучных исследованиях и казалось «нормой» всякого массового случайного проявления признаков.
Функция плотности вероятности нормального распределения определяется формулой 
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для всех значений х от-( до+(. При этом численные параметры (. и (, входящие в выражение ( 6.1 ), совпадают с генеральным средним и генеральным среднеквадратическим отклонением случайной величины X. Следовательно, параметр ( определяет положение центра рассеивания случайной величины, распределенной по нормальному закону, а параметр ( характеризует меру ее рассеяния относительно центра.
Часто используют иную форму функции плотности вероятности, которую можно получить, если произвести замену переменных по формуле:
U=(x-()/((x)

В этом случае М(U) = 0, a (2(U) = 1, и интегральная функция распределения (функция Лапласа) имеет вид:


[image: image43.wmf]dz

e

π

u

2

z

2

ò

µ

-

-

=

2

1

Ф(U)







(6.2)

Свойства функции Лапласа:
1) при z> 0 функция Лапласа определяет вероятность попадания нормальной случайной величины с параметрами
М(Х) = 0, D(X)=1 

в интервал (0, z);
2) Ф(+()=1/2

    Ф(-()=-1/2
3) Ф(-z) = -Ф(z) - функция нечетная.

Функция Ф(U) не зависит от конкретных значений ( и ( и, следовательно, может быть использована для вычисления вероятности любых случайных величин, подчиняющихся нормальному закону. Для Ф(U) составлены таблицы, имеющиеся практически в любом учебнике по теории вероятностей (приложение 1).
Если исследователю известно, что изучаемый экономический показатель подчиняется нормальному закону распределения, то знание математического ожидания и дисперсии дает ему основание осуществить прогноз развития экономической ситуации. Проиллюстрируем это на примере оценки доходности акций.
Пусть известно, что среднее значение доходности акций фирмы В равно 15% при среднеквадратическом отклонении ( = 3,87%. Тогда, если предположение о нормальном законе распределения доходности выполняется, то с вероятностью, близкой к единице, можно утверждать, что прогнозируемая доходность по акциям фирмы В будет лежать в диапазоне 15 ± 11,61%. Дальнейшие расчеты покажут, что вероятность попадания доходности в интервал 15 + 7,74% (или в интервал + 2() составит приблизительно 0,95, или 95%. Этот результат можно обобщить. Вообще, если случайная величина подчиняется нормальному закону, то с вероятностью 0,95 результат любого единичного ее измерения лежит в пределах ( 2(. Физически это означает, что при большом количестве наблюдений за случайной величиной, в любой сотне из них 95 измерений дадут результат, отклоняющийся от среднего значения не более чем на два стандартных отклонения. Можно также показать, что вероятность попадания единичного наблюдения в интервал + З( равна 0,997. Поэтому чаще всего величину З( считают максимально допустимой ошибкой и отбрасывают результаты экспериментов, для которых величина отклонения от среднего превышает это значение («правило 3 сигм»).
Математическое ожидание и дисперсия указывают, где «в среднем» располагаются значения изучаемого экономического показателя, насколько эти значения изменчивы и наблюдается ли преимущественное появление определенных значений показателя.

6.2 Распределение Пуассона
В большинстве экономических измерений результаты представляются в виде функций от дискретных величин. Таким измерениям присуще одно общее характерное свойство — число возможных исходов (например, значений курсов валют) очень велико, а число фактически происходящих событий (биржевые курсы), напротив, очень мало. Такую ситуацию можно описать следующей математической моделью общего вида.
Проведена неограниченно большая серия испытаний, в результате каждого испытания случайным образом появляется точка на числовой оси. Случайное распределение точек на числовой оси удовлетворяет следующим трем свойствам.
1. Стационарность. Вероятность того, что на отрезок определенной длины попадает данное количество точек, определяется только длиной этого отрезка и не зависит от расположения этого отрезка на числовой оси.
2. Ординарность. Вероятность того, что на достаточно малый отрезок длины (х попадает одна точка, является бесконечно малой (х порядка. Вероятность того, что на этот отрезок попадает более чем одна точка, является бесконечно малой более высокого порядка, чем (x.
3. Отсутствие последействия. Вероятность того, что на данный отрезок попало определенное количество точек, не зависит от того сколько точек в результате проведенной бесконечно серии испытаний попало на отрезок, не пересекающийся с данным.
Найти вероятность того, что на данный отрезок длины l попадает т точек P(X=m).
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Такое распределение называется распределением Пуассона. Оно характеризуется только одним параметром — средним значением (. Между средним (, и стандартным отклонением а существует зависимость:
(2=(
В отличие от нормального распределения распределение Пуассона дискретно и для малых значений т обладает значительной асимметрией. Асимметрия очень быстро уменьшается с ростом т, и форма кривой распределения Пуассона приближается к кривой Гаусса. Поэтому для практических целей можно использовать нормальное распределение уже при числе исходов m > 15. Оказывается, что в этом случае 68,3% всех значений исследуемого экономического показателя попа​дает в интервал (- (0,5, .(.+(0,5.
6.3. Доверительные интервалы и доверительные вероятности
При увеличении объема выборки значение вероятности Р(((' - ((< (), ( > 0, приближается к 1, где  (- значение оцениваемого параметра, ('- оценка параметра (.
Возникают следующие вопросы:
1) Каким должен быть объем выборки и, чтобы заданная точность ( была гарантирована с ранее принятой вероятностью?
2) Какова точность оценки, если объем выборки известен и вероятность безошибочности вывода задана?
3) Какова вероятность того, что при заданном объеме выборки будет обеспечена заданная точность оценки?
Введем несколько новых определений.
Определение1 Вероятность ( выполнения неравенства ((' - ((< ( называется доверительной вероятностью, или надежностью, оценки (':
Р((' - ((< ()=(.
(6.4)
Так как ( (оцениваемый параметр) — число постоянное, (' — величина случайная, понятие доверительной вероятности можно сформулировать так: доверительной вероятностью γ называется вероятность того, что интервал (0' - (, (' +() накрывает оцениваемый параметр.

Определение 2. Случайный интервал ((' - (, (' + (), в пределах которого с вероятностью у находится оцениваемый параметр, называется доверительным интервалом , соответствующим коэффициенту доверия (.
Надежность оценки ( может задаваться заранее, тогда, зная закон распределения изучаемой случайной величины, можно найти доверительный интервал . Решается и обратная задача, когда по заданному интервалу находится соответствующая надежность оценки.
Пусть, например, у = 0,95, тогда число р = 1 - ( = 0,05 показывает, с какой вероятностью заключение о надежности оценки ошибочно. Число р = 1 - ( называется уровнем значимости. Уровень значимости задается заранее в зависимости от конкретного случая. Обычно р прини​ают равным 0,05; 0,01; 0,001.
Доверительный интервал для математического ожидания M(X) нормально распределенного признака X определяется  следующим образом
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(6.5)

где Ф(t) –функция Лапласа,

s - выборочное среднеквадратическое отклонение 

Пример. С вероятностью ( - 0,95 найти доверительный интервал для X — нормы прибыли фирмы. Распределение задается таблицей, в которой вместо интервалов изменения (хi, хi+1) взяты числа (хi, хi+1)/2 в процентах. Считать, что случайная величина прибыли X подчинена нормальному распределению.
	(хi, хi+1)/2
	77,5
	88,5
	99,5
	110,5
	111,5
	112,5
	113,5

	ni
	44
	110
	114
	112
	55
	44
	11


Решение
1.Выборка большая, n=50

Xср=( 7,5*4 + 8,5*10 + 9,5*14 + 10,5*12+11,5*5+12,5*4 + 13,5*1)/50=9,9%,

s2=[(7,5-9,9)2*4 + (8,5-9,9)2*l0 + (9,5-9,9)2*l4 + (10,5-9,9)2*l2+ (ll,5-9,9)2*5+ (12-9,9)*4 ++(12,5-9,9)2 *4+(13,5-9,9)2 *1]/49= 2,0736, s=1,44.
2. Точность оценки

2Ф(t)=0,95, Ф(t)=0,475, t=1,96 (в таблице  ), t*s/(n)0,5=0,4

4. Определим доверительные границы

Xср- t*s/(n)0,5=9,9-0,4=9,5, Xср + t*s/(n)0,5=9,9+0,4=10,3.

Таким образом, с надежностью у = 0,95 математическое ожидание нормы прибыли заключено в доверительном интервале I = (9,5%; 10,3%).
Итак, в случае известности нормальности распределения экономи​ческого показателя и большой выборки (п > 30), когда исправленное среднее квадратическое отклонение незначительно отклоняется от среднего квадратического отклонения значения признака в генераль​ной совокупности, можно найти доверительный интервал. Но сделать большую выборку удается не всегда, и это не всегда целесообразно. Чем меньше п, тем шире доверительный интервал.
6.4. Распределение Стьюдента
На практике интервал, в котором изменяется ошибка, считают равным 2( (т. е. говорят, что «с вероятностью 0,95 случайная величина заключена в интервале...»). Именно величина 2( определяет вероятность, равную 0,95. Однако в действительности генеральная дисперсия (2(х) остается неизвестной. Поэтому неизвестна и мера этой ошибки относительная величина

U =( x-( )/((x)





(6.6)

Распределение случайной величины, аналогичной U, в котором вместо генерального среднеквадратического отклонения стоит соответствующее выборочное отклонение, т. е.
t =( x-( )/s (x) 





(6.7)

впервые было введено Стьюдентом (псевдоним английского химика Госсета) и носит название распределения Стьюдента.
Функция плотности вероятности величины t определяется числом f степеней свободы выборочной дисперсии s2(x).
При значениях f > 20 функция распределения Стьюдента удовлетво​рительно аппроксимируется функцией нормального распределения. Поэтому уже с числа измерений в эксперименте более 20 обычно для вычисления величин доверительных интервалов и ошибок можно использовать нормальный закон. При небольшом же числе измерений (а значит, и числе степеней свободы) распределение Стьюдента существенно отличается от нормального. В этом случае интервал, в котором с некой вероятностью заключена исследуемая величина, рассчитывают не по таблицам Гаусса, а по таблицам t-распределения (приложение 2). Если вероятность ( для случайной величины t попасть в какой-либо интервал задана, то границы искомого интервала будут характеризоваться величинами –t1-((f), t1-((f), зависящими от числа степеней свободы/и определяемыми из условия
P[–t1-((f)<t(f)<t1-((f)]<=(



(6.8)
Пример, Найти величину интервала, для которого вероятность попадания случайной величины t, имеющей одну степень свободы, равна 0,95
Имеем ( = 0,95,1 - ( = 0,05, f= 1. При помощи приложения 2 находим t0,05(1) = 12,706. Отсюда искомый интервал есть (-12,706; +12,706).
 6.5 х2 -распределение
Пусть имеется п независимых случайных величин X1 X2, Хп каждая из которых подчиняется нормальному закону распределения с параметрами (  и (. Для каждой случайной величины составим выражение:
Ui=(Xi-()/(





(6.9)
Тогда сумма квадратов случайных величин (2 = (Ui2  имеет закон распределения, называемый (2 раслределением с f=n степенями свободы.

Из того, что величина (2образуется как сумма квадратов, видно, что она связана с дисперсией некоторой случайной величины.
Таблица (2 -распределения представлена в приложении 3.

Пусть дан ряд из п измерений. В дополнение к графическим методам важно установить, можно ли описать эти n значений с помощью принятой теоретической модели. Для проверки тогда выдвигают нулевую гипотезу о том, что между эмпирическим распределением и теоретической моделью нет никакого различия. Из п значений (и > 50) вычисляют среднее и. и стандартное отклонение а, а затем разбивают п значений на m = n1/2 классов. Для каждого полученного класса определяют абсолютную частоту h попавших в него значений и сопоставляют ее с частотой ht, теоретически ожидаемой в соответствии с моделью. Для разных теоретических распределений частоты протабулированы при ( = 1. Поэтому прежде всего для их расчета стандартизируют классы по формуле    и = (х - ()/(. Для таких нормированных значений в таблице распределения Гаусса находят соответствующие им ординаты. Принимая во внимание число измерений п, ширину класса d и стандартное отклонение (, вычисляют теоретически ожидаемые абсолютные частоты ht попадания в отдельные классы. Из эмпирических и теоретических частот составляют выражение:
(2 =((h- ht)/ ht




(6.10)
Если теоретические значения hi для отдельных классов достаточно велики ( ht > 5), то найденное выражение будет следовать хи-квадрат-распределению c f=m-k степенями свободы. При этом k представляет число параметров, необходимых для описания выборки. Для нормального (гауссова) распределения k = 3 (среднее х, стандартное отклонение ( и объем выборки n), для распределения Пуассона k = 2 (среднее ~х и объем выборки n).Требуемое для отдельных классов значение ht > 5 можно получить, объединяя несколько соседних классов. Если при проверке получается, что (2> (2(P, f). то проверяемая гипотеза отбрасывается; между эмпирическим и теоретическим распределением существует значимое различие. Различие незначимо, если (2<(2(P,f) (хи-квадрат-критерий).
6.6 Распределение Фишера

Пусть имеются две системы независимых наблюдений случайной ве​личины X:
x'1, x'2,…,x'm
x''1, x''2,…,x''m
с числами измерений т и п и выборочными дисперсиями s12 и s22 соответственно. Если генеральные дисперсии (12 и (22, соответствующие выборочным данным, отвечают одной и той же генеральной дисперсии, т. е. имеет место равенство
(12 = (22  = (






(6.11)
то отношение выборочных дисперсий
F= s12/ s22







(6.12)
является случайной величиной, подчиняющейся закону распределе​ния, которое носит название «распределение Фишера». Эта функция имеет два параметра f1, и f2 — числа степеней свободы дисперсий s12 и s22 соответственно.
Имеет место следующее свойство функции распределения Фишера:
F(f1,f2) ( F(f2,f1),
где F(f1,f2)= s12/ s22, F(f2,f1)= s22/ s12
Поэтому во избежание неоднозначности будем следовать правилу, согласно которому в числителе будем записывать большую из сравниваемых дисперсий. В соответствии с этим за f1, необходимо принимать число степеней свободы для большей из дисперсий, а за f2 — для меньшей.
Таблица величины F= (f1,f2) для различных вероятностей р приведена в приложении 4.
Если первая система случайных величин отвечает результатам мо​делирования по модели А, а вторая — по модели В, то в силу того, что дисперсия в определенной мере характеризует точность моделирования (в смысле его адекватности реальному процессу), из выражения для F следует, что им соотносятся степени адекватности моделей А и В. Если F= 1, то можно предполагать, что модели А и В одинаково описывают реальный процесс. Однако вопрос о том, насколько точно это описание, остается за пределами математики и требует иных рассуждений.
Пример 1. Моделирование продолжительности инновационного проекта проведено двумя способами: методом сетевого планирования и управления (СПУ) и методом Монте-Карло. При этом получены следующие значения выборочных дисперсий времени завершения проекта: s12 = 28,4 дн.2 (для метода СПУ из трех модельных прогонов) и s22 = 16,5 дн2 (для метода Монте-Карло из 13 прогонов). Оценим гипотезу об одинаковой адекватности моделей, т. е. о том, что они одинаково точно описывают реальный процесс. В качестве статистической гипотезы будем рассматривать нуль-гипотезу Hо о равенстве соответствующих генеральных дисперсий (12и (22.
Если выборочные дисперсии s12и s22 отвечают одной и той же генеральной дисперсии (т. е. модели обладают одинаковой адекватностью),
то отношение F = s12/ s22 подчиняется распределению Фишера. Следовательно, оценка гипотезы Но должна заключаться в проверке совместимости экспериментального отношения дисперсии

 Fэксп =s12/ s22=28,4/16,5= 1,73 

функцией распределения Фишера. В соответствии с изложенной теорией полученное значение реализации случайной величины £эксп= 1,73 не​обходимо сопоставить со значением F (f1,f2), вычисленным при помощи распределения Фишера для заданного уровня значимости и чисел степеней свободы f1 = 3 — 1 = 2 и f2 =13 — 1 = 12.
Оцениваем сначала возможность принятия гипотезы. Для этого выбираем уровень значимости (= 0,05 и по таблице приложения 4 находим F005(2; 12) =3,89. Так как 1,73 < 3,89, то выдвинутую гипотезу, безусловно, следует принять.
Таким образом, применение статистического критерия показывает, что генеральные дисперсии, отвечающие выборочным дисперсиям s12= - 28,4 и s122 =16,5, равны, т. е. дисперсии s12и s22 следует признать однородными, а соответствующие модели — обладающими равной адекватностью реальному процессу.
Пример 2. В условиях предыдущего примера имеем s12 = 20,68 и s22 = = 1,75 с числом степеней свободы, равным 5 в обоих случаях (т. е. по 6 модельным прогонам). Требуется оценить гипотезу о равной адекватности моделей, т. е., как мы уже условились, дать оценку гипотезе Но: s12= s22. 

Поступая так же, как и в предыдущем примере, найдем
Fэксп =s12/ s22=20,68/1,75= 11,84
Выбираем уровень значимости (= 0,05 и устанавливаем, что F005 (5;5) = 5,05. Поскольку 11,84 > 5,05, то с 5% уровнем значимости прверяемая гипотеза принята быть не может.
Оценим теперь возможность отбрасывания гипотезы. Для этого по​лагаем уровень значимости ( = 0,01 и по таблицам Фишера найдем F0Ol(5;5) = 10,97. Поскольку 11,84 > 10,97, то оцениваемая гипотеза HQ должна быть отброшена с 1 % уровнем значимости. Таким образом, сопоставляемые модели нельзя считать равноадекватными реальному проессу. В силу того что st2 = 20,68 и больше s22 = 1,75, можно предположить (но отнюдь нельзя утверждать категорически!), что метод Монте-Карло моделирует процесс более адекватно, нежели метод СПУ (естественно, что это верно только для данного конкретного примера).

На рис. 6.1 показана взаимосвязь некоторых законов распределения. Например, распределение Пуассона становится близким к нормальному, когда выполняется условие х > 15. Можно показать, что t-распределение переходит в гауссово при f ( (. Подобные связи существуют также и между другими рассмотренными распределениями. Известно, что специальные распределения (t, F, (2) представляют собой частные случаи гауссова распределения для определенно поставленной задачи и при ограниченном числе степеней свободы.











Рис. 6.1. Связь между отдельными теоретическими распределениями
7. Основы линейной алгебры

7.1 Матрицы и определители

Матрицей называют  совокупность чисел,  расположенных в прямоугольной таблице
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(7.1)

состоящей из m строк и  n  столбцов.

Числа  
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называют элементами матрицы. Первый индекс в обозначении элемента  ( i ) указывает на номер строки, а второй индекс        ( j )- на номер столбца, в котором  расположен этот элемент.

В нашем случае   (
[image: image48.wmf]n
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)  матрица называется прямоугольной размера            
[image: image49.wmf]n

m

´

. Если число строк в матрице равно числу столбцов (m=n), то матрицу называют квадратной порядка m.

Матрица, состоящая из одного столбца  (n=1),  называется матрицей-столбцом, а число строк в ней ( m ) - высотой столбца:
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Матрица, имеющая только одну строку (m=1), называется матрицей-строкой, а число столбцов в ней ( n ) - длиной строки:
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Два столбца равны, если они имеют одну одинаковую высоту и равные элементы с одинаковыми номерами. Две строки раны, если они имеют одинаковую длину и равны их соответствующие элементы.

Для квадратной матрицы может быть введено понятие  детерминанта (определителя). Детерминант матрицы [A] обозначают 
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              или    
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Детерминантом матрицы  [A]  порядка n>1    называют число
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где  
[image: image57.wmf]1

k
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 - детерминант матрицы порядка n-1; полученной из матрицы [A] вычеркиванием первой строки и  k  -ого столбца.

Матрица порядка 1 состоит из одного числа, и ее  детерминант по определению считают равным этому числу:
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Детерминант матрицы второго порядка  в соответствии с (1) и (2) можно вычислить по следующей формуле
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Для матрицы третьего порядка
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В соответствии с определением детерминант матрицы четвертого порядка может быть выражен через  определитель третьего порядка, тот в свою очередь через определители второго порядка и т.д.

Число 
[image: image61.wmf]1
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  называют дополнительным минором элемента 
[image: image62.wmf]k
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 .Для произвольного элемента 
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 матрицы также можно ввести понятия дополнительного минора   
[image: image64.wmf]i

j

M

  - это определитель матрицы, получаемой из исходной вычеркиванием  i -ой строки и j-ого столбца. Например, для матрицы         [A] третьего порядка дополнительным минором элемента 
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Определитель матрицы может быть вычислен по формулам разложения детерминанта по произвольной строке или столбцу:

по строке: 
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по столбцу: 
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Числа  
[image: image69.wmf]i
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 называют алгебраическими дополнениями элементов  
[image: image70.wmf]ij
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  матрицы A . Они равны соответствующим минорам, взятым со своим знаком.

С помощью алгебраических дополнений формулы (3) и (4) могут быть записаны в виде:
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Пример. Записать определитель матрицы третьего порядка, используя формулу разложения по второй строке и третьему столбцу:


[image: image73.wmf].
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Перечислим следующие основные свойства детерминантов:

1) определитель не изменится, если все строки матрицы заменить столбцами с соответствующими номерами.
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2) при перестановке местами двух строк или двух столбцов определителя, он должен быть умножен на -1:

3) если определитель имеет два одинаковых столбца или две одинаковые строки, то он равен нулю.

4) умножение всех элементов одного столбца или одной строки на любое число k   равносильно умножению определителя на это число:

             
[image: image75.wmf]nn

2

n

1

n

n

2

22

21

n

1

12

11

nn

2

n

1

n

n

2

22

21

n

1

12

11

a

a

a

a

a

a

a

a

a

k

a

a

ka

a

a

ka

a

a

ka

...

...

...

...

...

...

...

...

...

...

...

...

...

...

=

.

5) если все элементы некоторого столбца или строки матрицы равны нулю, то и ее определитель равен нулю.

6) если  соответствующие элементы двух  столбцов или двух строк матрицы пропорциональны, то ее определитель равен нулю:

7) если  каждый элемент  i-ого  столбца или  строки матрицы представляет сумму двух слагаемых, то ее определитель может быть вычислен как  сумма  двух определителей:
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8) если к элементам  некоторой строки  (или некоторого столбца) матрицы прибавить соответствующие элементы другой строки (или другого столбца), умноженные на одно и тоже число, то величина  определителя при этом не изменится:
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7.2 Понятие минора и ранга матрицы

Рассмотрим некоторую не обязательно квадратную матрицу [A] размером 
[image: image78.wmf]n
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. Выберем какие-нибудь r  номеров ее строк 
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. Минором порядка  r  матрицы [A] называется  определитель матрицы порядка  r , образованной элементами, расположенными на пересечении выбранных строк и столбцов.

Если считать, что 
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             то 
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(7.8)

Пусть задана матрица  [A]  размером 
[image: image83.wmf]4
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Составим  все ее миноры  третьего порядка. Они должны  включать строки матрицы [A] с номерами 1, 2, 3 и три  столбца  матрицы [A].Это могут быть столбцы с номерами 1, 2, 3; или  1, 3, 4; или 2, 3, 4 или 1, 2, 4. Тогда можно составить  для этой  матрицы  четыре минора третьего порядка:
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(7.9)

Для данной  матрицы миноры четвертого  порядка не существуют, т.к. у нее только три строки. Примерами миноров второго порядка являются:
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Определение . В матрице [A]   размером   
[image: image87.wmf]n

m

´

 минор порядка r           называется  базисным , если он отличен от нуля, а все миноры порядка  r+1 равны нулю или не существуют. (В последнем случае  равно меньшему из чисел или).       

В матрице может быть несколько базисных миноров.

Пример. Найдем базисные миноры матрицы:
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Миноров третьего порядка для этой матрицы не существует.
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  , т.к. есть нулевой столбец
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Миноры второго порядка, содержащие первый столбец, также равны нулю.

Ненулевыми для данной матрицы оказываются только миноры первого порядка:  
[image: image91.wmf]3
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.Они и являются базисными.

Если матрица нулевая, т.е. все ее элементы равны нулю, то у нее вообще нет базисного минора.

Определение :  рангом  матрицы называется порядок базисного минора. Если матрица нулевая, то ее ранг считают равным нулю.

В соответствии с определением можно указать  ранги матриц, рассмотренных в следующем примере:

                                  RgA=2,      RgB=1.

Будем рассматривать матрицы [A]  и [B]  одного и того же размера 
[image: image92.wmf]n
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 . Для двух таких матриц вводятся линейные операции сложения и умножения на число. Суммой матриц [A]  и [B] является  матрица [C] того же размера, каждый  элемент которой вычисляется по формуле

                                               [C]=[A]+[B]
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При умножении матрицы   [A]  на вещественное число каждый ее элемент умножается на это число

                                               
[image: image94.wmf]],
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[image: image95.wmf].
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т.е. в результате умножения матрицы на число получаем матрицу тех же размеров.

Еще одна операция над матрицей - транспонирование. Транспонирование заключается в замене строк матрицы ее столбцами с соответствующими номерами. Если транспонированию подвергается матрица [A] размером
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, то результатом будет матрица [A]T  размером 
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, называемая транспонированной по отношению к матрице  [A]. Элементы транспонированной матрицы
[image: image98.wmf]ji

T

ij

a

a

=

.

Для двух матриц [A] и [B] размерами  
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[image: image100.wmf]k
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 соответственно  вводится  операция  умножения. Произведением  матриц [A] и [B]  указанных размеров является третья матрица [C] размером  
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 , т.е. элемент, стоящий в  i -ой строке и  j-ом столбце можно найти как сумму произведения элементов матрицы  [A] стоящих в i  -ой строке и элементов матрицы [B]  стоящих в j  -ом столбце.

Перемножать можно только матрицы, для которых число столбцов  в первой равно числу строк во второй матрице. Две  квадратные  матрицы можно  перемножать  только в том случае, когда они  имеют одинаковый порядок. Для операции умножения двух матриц не справедлив и переместительный закон, т.е.
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При выполнении операций над матрицами полезно иметь в виду следующие соотношения между определителями:
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Для матриц   
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Пример:
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7.3 Матрицы специального вида

Среди квадратных  матриц выделяют некоторые матрицы специальных видов:

1. диагональные матрицы -  имеют  ненулевые  элементы,  стоящие только на главной диагонали, т.е. 
[image: image113.wmf]j
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2. единичные матрицы - на главной диагонали стоят единицы, а все остальные элементы - нули:
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3. нулевая матрица - все элементы равны нулям.

4. симметричные матрицы - для них выполняется условие
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5. кососимметричные матрицы: 
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6. вырожденные матрицы имеют нулевой определитель, т.е.
[image: image119.wmf]0
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7. унимодулярные матрицы имеют определитель, равный 1.

Если матрицу [A] сложить с нулевой матрицей [0] , то получим матрицу [A]:          

                       [A]+[0]=[A].

При умножении матрицы [A] на единичную матрицу  слева или справа, матрица не изменяется:
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Матрица  [B] называется обратной по отношению к матрице [A], если их произведение равно единичной матрице:
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Матрицу, обратную к данной, обозначают 
[image: image122.wmf]1
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. Вырожденные матрицы не имеют обратных.

7.4 Матричный метод решения систем уравнений.

Систему уравнений вида
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называют системой m линейных уравнений с n  неизвестными 
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. Коэффициенты  уравнений этой системы записывают в виде матрицы
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(7.11)

которую называют матрицей системы (1).

Числа, стоящие в правых частях уравнений, образуют столбец свободных членов {B}:

Если столбец {B}={0}, то система уравнений называется  однородной. В  противном  случае – система  неоднородна.

Система линейных уравнений (1) может быть  записана в матричном виде

                      [A]({x}={B}







(7.12)

Здесь  
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  - столбец неизвестных.

Система линейных уравнений имеет хотя бы одно решение в том и только в том случае, когда ранг матрицы системы равен рангу расширенной матрицы: RgA=RgA*
Расширенной матрицей системы называют матрицу,  получающуюся из матрицы системы приписыванием к ней справа столбца свободных членов:
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(7.13)

Если  RgA<RgA* , то система уравнений несовместна.

Однородные системы линейных уравнений в соответствии с теоремой Кронекера-Капелли всегда совместны. Если определитель матрицы системы не равен нулю, т.е. 
[image: image129.wmf]0
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 , однородная  система  имеет единственное  решение, которое является тривиальным. Однородные системы имеют бесчисленное множество решений, если среди уравнений системы есть линейно  зависимые, т.е. 

Запишем систему линейных уравнений в матричном виде

                                        [A]({x}={B}                                                              (7.14)

и умножим соотношение (2) слева на матрицу [A-1],обратную матрице системы:

                                   [A-1]([A]({x}=[A-1]({B}                                                    (7.15)

По определителю обратной матрицы произведение [A-1]([A]=[E], а по свойствам единичной матрицы [E]({x}={x}. Тогда из соотношения (2') получаем

                                         {x}=[A-1]({B}                                                             (7.16)

Соотношение (4) лежит в основе матричного метода решения систем линейных  уравнений  (2) необходимо найти матрицу,  обратную матрице системы, и умножить на нее слева вектор-столбец правых частей системы.

Одним из методов нахождения матрицы,  обратной данной, является метод присоединенной матрицы. В соответствии с этим методом
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где  [AV] - матрица, присоединенная к матрице [A] .

Каждый элемент матрицы [AV]определяется как алгебраическое дополнение соответствующего элемента матрицы [A] ; т.е.
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     (7.18)

Пример. Решим матричным методом систему уравнений.
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   матрица 
[image: image133.wmf],

]

[

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

-

-

-

-

=

1

3

2

4

3

1

3

12

10

A


определитель detA=(=183.

Столбец правых частей 
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Чтобы найти матрицу [A-1], найдем матрицу, присоединенную к [A] :
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или   
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В формулу (7.17) для вычисления обратной матрицы входит 
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Теперь можно найти решение системы
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Тогда окончательно получаем    
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8. Основы корреляционного анализа

8.1 Основные этапы  корреляционного анализа

Исходной для анализа является матрица
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(8.1)

размерности (п х k),i-я строка которой характеризует i-е наблюдение (объект) по всем k-м показателям (j=1, 2,...,k).
В корреляционном анализе матрицу X рассматривают как выборку объема n из Генеральной совокупности, подчиняющейся k-мерному нормальному закону распределения.
По выборке определяют оценки параметров генеральной совокупности, а именно:
вектор средних (х), вектор средне-квадратических отклонений s и корреляционная марица (R) порядка k:
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(8.2)

Матрица R является симметричной (rij= rji и положительно определенной, где
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(8.3)

xij - значение i-го наблюдения j-ro фактора; rjl - выборочный парный коэффициен корреляции, характеризует тесноту линейной связи между показателями xj и хl. При этом rjl является оценкой генерального парного коэффициента корреляции.

Например, генеральная совокупность для двух признаков х и у, совместное распределение которых соответствует двумерному нормальному закону, определяемого пятью параметрами

M(x)=(x, D(x)=(x2,

M(y)=(y, D(y)=( y2,

M[(x-(x/(x)*(y-( y /( y)]=(, ((1. 

Точечные же оценки параметров генеральной совокупности определяются по формулам:
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 - оценка для (х,
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 - оценка для (у,
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 - оценка для М(ху).

Откуда

.
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Кроме того, находятся точечные оценки частных и множественных коэффициентов корреляции любого порядка.

Множественный коэффициент корреляции характеризует тесноту линейной связи между одной переменной (результативной) и остальными, входящими в модель; изменяется в пределах от 0 до 1. Квадрат множественного коэффициент корреляции называется множественным коэффициентом детерминации. Он характеризует долю дисперсии одной переменной (результативной), обусловленной влиянием всех остальных (аргументов), входящих в модель.
Например, частный коэффициент корреляции (к-2)-го порядка между факторами Xi и Х2 равен (при исключении влияния других переменных X3…Xk:
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(8.7)

где Rjl - алгебраическое дополнение элемента rjl  корреляционной матрицы R. При этом Rjl=(-l)j+l*Mjl, где Mjl - минор, определитель матрицы, получаемой из матрицы! путем вычеркивания j-й строки и l -го столбца.
Множественный коэффициент корреляции (k-l)-ro порядка фактора (результативного признака) Х1 определяется по формуле:
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(8.8)

где (R( – определитель матрицы R.
Далее проводятся проверка значимость параметров связи и множественных коэффициентов корреляции и, определяются интервальные оценки связи 

8.2 Проверка значимости параметров связи
В двумерной модели параметрами связи являются коэффициент корреляции р (или квадрат, называемый коэффициентом детерминации) и коэффициенты регрессии (ух U (xy
Заметим, что в двумерной модели достаточно проверить значимость только коэффициента корреляции. Если коэффициент корреляции незначим, то признаки х и у считаются независимыми в генеральной совокупности.
Значимость частных и парных коэффициентов корреляции, т. е. гипотеза Но: р = 0, проверяется по t-критерию Стъюдента. Наблюдаемое значение критерия находится по формуле:
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(8.9)

где r- соответственно оценка частного или парного коэффициент корреляции; l - порядок частного коэффициент корреляции, т. е. число фиксируемых факторов. Для парного коэффициента корреляции l=0.
Напомним, что проверяемый коэффициент корреляции считается значимым, т. е. гипотеза Но: р=0 отвергается с вероятностью ошибки (, если tнабл, по модулю будет больше, чем tкр, определяемое по таблицам t-распределение (см. приложения) для заданного ( и v= n - 1- 2.
Значимость коэффициентов корреляции можно также проверить с помощью таблиц Фишера-Иейтса (табл. 9 приложения).

Пример 8.1 Вычислим коэффициент корреляции между расходами на питание у и личным доходом х по данным экономики (усл. ед.) некоторой страны за пять лет.
Представим исходные данные и расчетные показатели в виде следующей удобной расчетной таблицы:

	Год
	X
	У
	х2
	ху
	У2

	1990
	2
	9
	4
	18
	81

	1991
	6
	10
	36
	60
	100

	1992
	10
	12
	100
	120
	144

	1993
	14
	19
	196
	266
	361

	1994
	18
	20
	324
	360
	400

	Итого
	50
	70
	660
	824
	1086

	Среднее
	10
	14
	132
	164,8
	217,2

	
	X
	У
	х1
	*У
	7


Окончательно имеем
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Проверим значимость выборочного коэффициента корреляции. Наблюдаемое значение критерия
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При ( = 0,05, ( = 3 по таблице 2 (учебного пособия) находим tкр = 3,18.
Поскольку (t( = 5,5 > tкр = 3,18, то гипотеза H0 отвергается, т.е. имеется линейная зависимость между переменными.
8.3 Интервальные оценки параметров связи
Для значимых параметров связи имеет смысл найти интервальные оценки.
При определении с надежностью у доверительного интервала для значимого парного или частного коэффициентов корреляции р используют Z-преобразование Фишера и предварительно устанавливают интервальную оценку для Z
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(8.10)

где t( вычисляют по таблице интегральной функции Лапласа (табл. 1 приложения) из условия

Ф(t()=(, Z( r)=1/2ln[(1+r)/(1-r)]




(8.11)

Значение Z' определяют по таблице Z - преобразования (табл. 6 приложения) по найденному значению r. Функция нечетная, т. е.

Z'(-r)=-Z'( r)

Обратный переход от Z к ( осуществляют также по таблице Z - преобразования, после использования которой получают интервальную оценку для ( с надежностью ( :
rmin (  (  (rmax 






(8.12)
Таким образом, с вероятностью ( гарантируется, что генеральный коэффициент корреляции р будет находиться в интервале (rmin, rmax).
8.4 Проверка значимости множественного коэффициента корреляции
Значимость множественного коэффициента корреляции (или его квадрата - коэффициента детерминации) проверяется по F - критерию.
Например, для множественного коэффициента корреляции проверка значимости сводится к проверке гипотезы, что генеральный множественный коэффициент корреляции равен нулю, т. е. Но: р1/2,.,  k =0, а наблюдаемое значение статистики находится по формуле:
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(8.13)

Множественный коэффициент корреляции считается значимым, т. е. имеет место линейная статистическая зависимость, между X1и остальными факторами Х2,...,Хk, если: Fнабл > Fкp.((, к - 1, п -k) , где Fкр, определяется по таблице F - распределения для за​данных (, (1=к - 1,(2= п – k.
8.5. Задачи, решаемые при помощи статистики Фишера
Кроме нахождения интервальной оценки для р, с помощью преобразования                   Z( r)=1/2ln[(1+r)/1-r)]




(8.14)

можно решить следующие задачи.
1.
Проверить, согласуется ли выборочный коэффициент корреляции r с предполагаемым значением генерального коэффициента корреляции (о. Для этого, взяв уровень значимости (, проверяем, попадает ли абсолютная величина разности | Zr   - Z(0     | в интервал [0,t1-( /(n –3)0,5]. Если попадает, то гипотеза Но:( =(о не отвергается. В противном случае отвергается с уровнем (.
2. Проверить гипотезу об однородности коэффициентов корреляции. Пусть r1, r2,..., rk - коэффициенты корреляции, полученные из k нормально распределенных совокупностей по выборкам с объемами n1, п2, .... nk. Проверяется гипотеза H0: (1=(2=…(k=(
Статистика
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(8.15)

имеет тогда распределение (2 с k степенями свободы. Если заменить zp на среднее арифметическое
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(8.16)

то получим, что
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(8.17)
распределена по закону (2 с v=k-l степенями свободы. Если теперь для заданных ( и v=k—l
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(8.18)
то гипотеза однородности отвергается с уровнем (. В противном случае гипотеза Но не отвергается.
В случае принятия гипотезы однородности предпочтительной точечной оценкой ( является значение r, полученное обратным преобразованием из zr.

8.6. Тренировочный пример

Деятельность п = 8 карьеров характеризуется себестоимостью 1т. песка (Х1, сменной добычей песка (Х2) и фондоотдачей (Хз). Значения показателей представлены в таблице.
	X] (тыс.руб)
	30
	20
	40
	35
	45
	25
	50
	30

	Х2 (тыс.руб)
	20
	30
	50
	70
	80
	20
	90
	25

	Хз
	20
	25
	20
	15
	10
	30
	10
	20


Требуется:
1. Оценить параметры генеральной совокупности, которая предполагается нормально распределенной;
2. При ( =0.05 проверить значимость частных коэффициентов корреляции р12/3,р13/2 и р23/1 и при ( =0,95 построить интервальную оценку для
р13/2,
3. Найти точечную оценку множественного коэффициента корреляции   р1/23 и при ( =0.05 проверить его значимость.

Решение:

1. Оценка генеральной совокупности выполняется в следующей последовательности:

1.1 Сформируем регрессионную таблицу

	
	X1
	X2
	X3
	
	
	
	x1*x2
	x1*x3
	x2*x3

	1
	30
	20
	20
	19,14
	791,02
	1,563
	600
	600
	400

	2
	20
	30
	25
	206,6
	328,52
	39,06
	600
	500
	750

	3
	40
	50
	20
	31,64
	3,5156
	1,563
	2000
	800
	1000

	4
	35
	70
	15
	0,391
	478,52
	14,06
	2450
	525
	1050

	5
	45
	80
	10
	112,9
	1016
	76,56
	3600
	450
	800

	6
	25
	20
	30
	87,89
	791,02
	126,6
	500
	750
	600

	7
	50
	90
	10
	244,1
	1753,5
	76,56
	4500
	500
	900

	8
	30
	25
	20
	19,14
	534,77
	1,563
	750
	600
	500

	Итоги
	275
	385
	150
	721,9
	5696,9
	337,5
	15000
	4725
	6000


1.2. Расчет средних, кол-во испытаний n=8
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1.3. Выборочные парные коэффициенты корреляции
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Корреляционная матрица
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1.4.Предварительно сформируем алгебраические дополнения к каждому элементу матрицы R
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1.5. Точечные оценки частных коэффициентов корреляции
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2. Для проверки значимости частных коэффициентов корреляции найдем  по таблице 8 (Фишера-Иейтса) найдем rкр =0,754 ((=0,05, (=n-l-2=5), где l - порядок коэффициента корреляции (число фиксированных признаков), l=1.

Так как (r(< rкр =0,754, то гипотезы H0:=0 не отвергается, т.е. предложение о равенстве его нулю не противоречит наблюдению, но n=8 мало.

Определим интервальную оценку для  (13/2 при (=0,95. Для этого используем  Z-преобразования Фишера и предварительно найдем интервальную оценку для из условия:
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По таблице 6 Z -преобразования Фишера для rкр =-0,462, учитывая, что Z'(-r)=-Z'(r), будем иметь Z'(-0,462)=-0,497.

По таблице 1 нормального закона из условия Ф(t) =0,95 найдем t=1,96.

Тогда
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Откуда Z([-1,477, 0,483].

По таблице Z–преобразования для Zmin=-1,477 и Zmax=0,483 найдем интервальную оценку для  (13/2:

(13/2([-0,9, 0,45].

Полученная интервальная оценка подтверждает вывод о незначительности частного коэффициента корреляции , так как ноль находится внутри доверительного интервала.

3. Найдем точечную оценку множественного коэффициента корреляции (1/23  и при =0,05 проверим его значимость.

Точечная оценка определяется по формуле
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(R(=1+0,871(-0,879)(-0,874)+0,871(-0,879)(-0874)-(-0,874)2-0,8712-0,8792 =0,043

r1/23  =(1-0,043/0,227)1/2=0,90

Проверим гипотезу H: (1/23  =0
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=(1/2*0,81)/(1/5*0,19)=10,66

где (1=l=k-1=3-1=2, (2=n-k=8-3=5. Критическое значение по таблице F-распределения

Fкр ((=0,05, (1=2, (2=5)=5,79

Так как Fнабл > Fкр, то гипотеза H0 отвергается, то есть множественный коэффициент корреляции не равен нулю ((1/23  (0).
9. Модель парной регрессии

9.1. Метод наименьших квадратов 

В модели парной линейной регрессии зависимость между переменными в генеральной совокупности представляется в виде
Y=( +(X+(,
(9.l)
где X— неслучайная величина, а Y, ( — случайные величины.
Величина Y называется объясняемой (зависимой) переменной, а X— объясняющей (независимой) переменной. Постоянные (, ( — параметры уравнения.
Наличие случайного члена ( (ошибки регрессии) связано с воздействием на зависимую переменную других неучтенных в уравне​нии факторов, с возможной нелинейностью модели и ошибками измерения.
На основе выборочного наблюдения оценивается выборочное уравнение регрессии (линия регрессии):
у^ = а + bх,
(9.2)
где (а, b) — оценки параметров ((, ().
Рассмотрим задачу «наилучшей» аппроксимации набора наблюдений
 (хi уi), i= i, 2,...n линейным уравнением (9.2).
На рис. 9.1 приведены диаграмма рассеяния наблюдений и линия регрессии.
Величина y^i описывается как расчетное значение переменной y, соответствующее xi. Наблюдаемые значения yi не лежат в точности на линии регрессии, т.е. не совпадают с y^i.
Определим остаток (; в i-м наблюдении как разность между фактическим и расчетным значениями зависимой переменной, т.е.

(i=yi- y^i
Неизвестные значения (a, b) определяются методом наименьших квадратов (МНК).
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Рис.9.1

Суть МНК заключается в минимизации суммы квадратов остатков:

Q=(ei2=((yi-y^i)2=((yi –a-bxi)(min


(9.3)

Здесь (хi, yi,) — известные значения наблюдения (числа), (а, b) неизвестные.
Запишем необходимые условия экстремума:
Q'a=-2((yi-a-bxl) = 0,



(9.4)

Q'b=-2((yi-a-bxl)xi = 0



(9.5)
После преобразования получим следующую систему нормальных уравнений:
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(9.6)

Решение системы:
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(9.7)
Линия регрессии (расчетное значение зависимой переменной):
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Линия регрессии проходит через точку (
[image: image195.wmf]x

,
[image: image196.wmf]y

).
Коэффициент b есть угловой коэффициент регрессии, он показывает, на сколько единиц в среднем изменяется переменная у при увеличении независимой переменной х на единицу.
Постоянная а дает прогнозируемое значение зависимой переменной при x = 0. Это может иметь смысл в зависимости от того, как далеко находится х = 0 от выборочных значений х.
После построения уравнения регрессии наблюдаемые значения у можно представить как
yi=y^i+еi,                  



(9.8)
Остатки еi как и ошибки (i;, являются случайными величинами, однако они, в отличие от ошибок (i,, наблюдаемы.
Докажем, что cov(y^,e) = 0. Действительно, используя равенства
y^=a + bx, e = y-a-bx, cov(x,y)-bvar(x) = 0, получим
cov(y^, е) = cov(a + bx, y-а - bx) = b cov (x, у) - b2 var (x)=

= b [cov (x, у) - b var (x)] = 0.
Упражнение. Докажите, что b = r*Sy/Sx, где г— коэффициент корреляции между (х, у), а Sx, Sy — их стандартные отклонения.
Выборочные дисперсии величин y, y^, е:
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(9.9)
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(9.10)
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(9.11)

9.2. Анализ вариации зависимой переменной
Цель регрессионного анализа состоит в объяснении поведения зависимой переменной у.
Пусть на основе выборочных наблюдений построено уравнение регрессии у:, тогда значение зависимой переменной у в каждом наблюдении можно разложить на две составляющие:
y=y^i+ei.
где остаток еi, есть та часть зависимой переменной у, которую невозможно объяснить с помощью уравнения регрессии.
Разброс значений зависимой переменной характеризуется выборочной дисперсией var (у). Разложим дисперсию var (у):
var (у) = var (y^ + e) = var (у^) + var (e) + 2 cov (у^, е).

Поскольку cov(y^,e) = 0, то
var(y) = var(y^) + var(e). 





 
(9.12)
Замечание. Такое разложение дисперсии верно лишь в том случае, когда константа а включена в уравнение регрессии.
Таким образом, дисперсия var(у) разложена на две части:

var(y^) —часть, объясненную регрессионным уравнением;

var(e) — необъясненную часть.
Коэффициентом детерминации R2 называется отношение
R2= var(y^)/var(y)=1-var(e)/var(y)
причем 0 < R2 < 1, характеризующее долю вариации (разброса) зависимой переменной, объясненную с помощью уравнения регрессии.
Отношение var(e)/ var (у) представляет собой долю необъясненной дисперсии.
Если R2 =1, то подгонка точная:

var(y)=var(y^), var(e)=0, yi=y^i
т.е. все точки наблюдения лежат на регрессионной прямой.
Если R2 = 0, то регрессия ничего не дает:
var(у) = var(e), var(y^)=0, y^i=у,   i = l,n.

т.е. переменная х не улучшает качества предсказания у по сравнению с горизонтальной прямой у^ = у.

Чем ближе к единице R2, тем лучше качество подгонки, т.е. у^ более точно аппроксимирует у.
Замечание. Вычисление R2 корректно, если константа а включена в уравнение регрессии.
F-тест на качество оценивания. Для определения статистической значимости коэффициента детерминации R2 проверяется гипотеза H0: F = 0 для F-статистики, рассчитываемой по формуле
F=R(n-2)/(l-R2)






(9.13)

Величина F имеет распределение Фишера с (1= 1,   v2 = n - 2 степенями свободы.
Вычисленный критерий Fсравнивается с критическим значением FKp:
если F<FKp, то H0 принимается, т.е. R2 незначим;
если F>Fkp, тоH0 отклоняется, т.е. R2 значим.
Пример 9.1. Покажем, что R = г2y^у, где гy^у — коэффициент корреляции между у^ и у.

Действительно, учитывая соотношение
cov(у^,у)=cov(y^,y^+e)=cov(y^,y^)+cov(y^,e)=var(y^)
получим
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Пример 9.2. Покажем, что гу^у =гху в случае парной регрессии 

у^ = а + bх.
Действительно, из соотношений cov (у^, у) = cov (а + bх, у) = b cov (x, у)
 var (у^) = var (а + bх) = b2 var (x)

имеем
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Вывод. В случае парной регрессии коэффициент детерминации есть квадрат коэффициента корреляции переменных х и у, т.е. R2=r2х,у
Пример 9.3. Покажем, что в модели регрессии без свободного члена

Y = (X+ ( оценка МНК для ( есть
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Выборочная регрессия для этой модели у^ = bх. Наблюдаемые значения зависимой переменной связаны с расчетными значениями уравнением
 yi= y^i,- + ei. Оценку b найдем из минимизации величины
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Получаем
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Вычисление R2 при отсутствии свободного члена некорректно.
Пример 9.4. Покажем, что в модели регрессии Y = ( + ( оценка МНК для а есть а = у.
Выборочная регрессия для заданной модели есть у^i- =a. Наблюдаемые значения зависимой переменной связаны с расчетными значениями уравнением yi = у^i, + ei = а + еi. Оценку а найдем из минимизации величины

[image: image206.wmf]2

i

2

i

2

i

2

i

na

y

a

2

y

a

y

e

Q

+

-

=

-

=

=

å

å

å

å

)

(


откуда

[image: image207.wmf]y

y

n

1

a

i

=

=

å


Выборочная регрессия у^ = 
[image: image208.wmf]y


Пример 9.5. Построим регрессионные зависимости: а) расходов на питание у и личного дохода х; б) расходов на питание у и време​ни t — по следующим данным (усл. ед.):
	Год
	1990
	1991
	1992
	1993
	1994

	X
	2
	6
	10
	14
	18

	У
	9
	10
	12
	19
	20


и оценим качество подгонки.
а) Пусть истинная модель описывается выражением у = ( + (х + (. По выборочным наблюдениям определяем оценки (а, b). Исходные данные и расчетные показатели удобно представить в виде следующей таблицы:
	Год
	X
	У
	X2
	ху
	y^
	(у-
[image: image209.wmf]y

)2
	(y^-
[image: image210.wmf]y

)2
	(y-y^)2

	1990
	2
	9
	4
	18
	7,8
	25
	38,44
	1,44

	1991
	6
	10
	36
	60
	10,9
	16
	9,61
	0,81

	1992
	10
	12
	100
	120
	14
	4
	0
	4

	1993
	14
	19
	196
	266
	17,1
	25
	9,61
	3,61

	1994
	18
	20
	324
	360
	20,2
	36
	38,44
	0,04

	Итого
	50
	70
	660
	824
	70
	106
	96,1
	9,9

	Среднее
	10
	14
	132
	164,8
	14
	21,2
	19,22
	1,98
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Окончательно имеем

cov(x,y) = 
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-
[image: image217.wmf]y

x

*

 = 164,8-140 = 24,8,

var(x)= 
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x

-(
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)2=132-100=32

b=cov(x,y)/var(x)=24,8/32=0,775, a=
[image: image220.wmf]y

-b
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=14-0,775*10=6,25.

Следовательно y^=6,25+0,775x.

Коэффициент =0,775 показывает, что при увеличении дохода на 1 усл.ед. расхода на питание увеличиваются в среднем на 0,775 усл.ед.

Качество подгонки оцениваем коэффициентом детерминации:

R2=var(y^)/var(y)=19,22/21,2=0,907.

т.е. 90,7% вариации зависимой переменной (расходы на питание) объясняется регрессией.
Значимость коэффициента R2 проверяем по F'-тесту:
F=R2 (n-2)/(1-R2)=0,907*3/0,093=29,2, v2 = n-2=5-2=3

По таблице распределения Фишера с (1 = 1, v2 = 3 степенями сво​боды и уровне значимости ( = 0,05 находим FKp = 10,13.
Поскольку F= 29,2 > FKp = 10,13, то нулевая гипотеза о незначи​мости R2 отвергается.
б) Пусть истинная модель у = ( + (t + ( (модель временного ряда). Выборочная регрессия у = а + bt, где t — время, определяемое как t= 1 для 1990 г., t= 2 для 1991 г. и т.д.
Представим исходные и расчетные показатели в виде таблицы
	Год
	t
	У
	t2
	ty
	У

	1990
	1
	9
	1
	9
	7,8

	1991
	2
	10
	4
	20
	10,9

	1992
	3
	12
	9
	36
	14

	1993
	4
	19
	16
	76
	17,1

	1994
	5
	20
	25
	100
	20,2

	Итого
	15
	70
	55
	241
	70

	Среднее
	3
	14
	11
	48,2
	14
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Окончательно имеем
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Следовательно, у^ = 4,7 + 3,1t.
Коэффициент b = 3,1 показывает, что за год расходы на питание в среднем возрастают на 3,1 единицы.
Пример 9.6. Зависимость переменной в регрессии у = ( + (x + ( разбивается на две компоненты: у = y1 + у2. Рассмотрим две регрес​сии для компонент:
у1 = (1+ (1x + (1,   у2 = (2 + (2x + (2
Докажем следующие соотношения для МНК-оценок параметров двух регрессий: а=а1+а2   b=b1 + b2. Действительно:
b=cov(x,y)/var(x)=cov(x,y1+y2)/var(x)=(cov(x,y1)+cov(x,y2))/var(x)=b1+b2

Пример 9.7. Покажем, что если все значения переменных изме​нить на одно и то же число или в одно и то же число раз, то величина коэффициента b в парной регрессии не изменится.
Пусть х' = х + с,   у' = у + с,  тогда
b'=cov(x',y')/var(x')=(cov(x+c,y+c))/var(x+c)=cov(x,y)/var(x)=b,

пусть x'=kx, y'=ky, тогда
b'=cov(x',y')/var(x')=cov(kx,ky)/var(kx)=k2cov(x,y)/k2var(x)=b.

Примечание

МНК как вычислительная процедура был описан Лагранжем в 1806 г. Им также было предложение название этого метода. Первым, кто свел МНК с теорией вероятности, был Гаусс (1809 г.). Он применял МНК еще в 1795 г.

Применял МНК и Лапласс, но в совершенно других целях (1811г.).

термин регрессия был введен Ф. Гальтоном  в 1886 г.

10. Свойства коэффициентов регрессии и проверка гипотез

10.1. Случайные составляющие коэффициентов регрессии

Величина У в модели регрессии Y = ( + (X + ( имеет две составляющие: неслучайную (( + (Х) и случайную (().
Оценки коэффициентов регрессии (a, b) являются линейными функциями Y, и теоретически их также можно представить в виде двух составляющих.
Воспользовавшись разложением показателей
cov (х, у) = cov (х, ( + (х + () = ( var (x) + cov (x, (),
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получим преобразованные соотношения для (а, b);
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Таким образом, коэффициенты (а, b) разложены на две составляющие: неслучайную, равную истинным значениям ((, (), и случайную, зависящую от (
На практике нельзя разложить коэффициенты регрессии на со​ставляющие, так как значения ((, () или фактические значения ( в выборке неизвестны.
10.2. Предпосылки регрессионного анализа. Условия Гаусса - Маркова
Линейная регрессионная модель с двумя переменными имеет вид
yi=( + (хi,+( i    (i = 1,n),





(10.3)
где Y— объясняемая переменная, X— объясняющая переменная, (— случайный член.
Для того чтобы регрессионный анализ, основанный на МНК, да​вал наилучшие из всех возможных результаты, должны выполнятья определенные условия (условия Гаусса — Маркова).
1. Математическое ожидание случайного члена в любом наблюде​нии должно быть равно нулю, т.е.

M((i)=0, i=1, 2,…,n






(10.4)
2. Дисперсия случайного члена должна быть постоянной для всех наблюдений, т.е.
D((i)=M((2i)=(2
3. Случайные члены должны быть статистически независимы (некоррелированы) между собой, т.е.
M((i(j)=0  (i( j)







(10.5)

4. Объясняющая переменная х, есть величина неслучайная. При выполнении условий Гаусса — Маркова модель называется классической нормальной линейной регрессионной моделью.
Наряду с условиями Гаусса — Маркова обычно предполагается, что случайный член распределен нормально, т.е. (i ~N(0; (2).
Замечание. Если случайный член имеет нормальное распределе​ние, то требование некоррелированности случайных членов эквивалент​но их независимости.
Рассмотрим подробнее условия и предположения, лежащие в ос​нове регрессионного анализа.
Первое условие означает, что случайный член не должен иметь си​стематического смещения. Если постоянный член включен в урав​нение регрессии, то это условие выполняется автоматически.
Второе условие означает, что дисперсия случайного члена в каж​дом наблюдении имеет только одно значение.
Под дисперсией (2 имеется в виду возможное поведение случай​ного члена до того, как сделана выборка. Величина (2 неизвестна, и одна из задач регрессионного анализа состоит в ее оценке.
Условие независимости дисперсии случайного члена от но​мера наблюдения называется гомоскедастичностью (что означает оди​наковый разброс). Зависимость дисперсии случайного члена от номера наблюдения называется гетероскедастичностью.
Таким образом:
D(((I) = (2    (i=1,n)— гомоскедастичность;  


(10.6)

D((i)=(2i    (i=1, п) — гетероскедастичность.


(10.7)
Характерные диаграммы рассеяния для случаев гомоскедастичности и гетероскедастичности показаны на рис. 7, а и б соответ​ственно.
Если условие гомоскедастичности не выполняется, то оценки ко​эффициентов регрессии будут неэффективными, хотя и несмещен​ными.
Существуют специальные методы диагностирования и устране​ния гетероскедастичности.
Третье условие указывает на некоррелированность случайных чле​нов для разных наблюдений. Это условие часто нарушается, когда данные являются временными рядами. В случае когда третье усло​вие не выполняется, говорят об автокорреляции остатков 
Типичный вид данных при наличии автокорреляции показан на рис. 10.1.






Если условие независимости случайных членов не выполняется, то оценки коэффициентов регрессии, полученные по МНК, оказываются неэффективными, хотя и несмещенными.
Существуют методы диагностирования и устранения автокорреляции.
Четвертое условие является особенно важным. Если условие о неслучайности объясняющей переменной не выполняется, то оценки коэффициентов регрессии оказываются смещенными и несостоя​тельными.
Нарушение этого условия может быть связано с ошибками измерения объясняющих переменных или с использованием лаговых пе​ременных.
В регрессионном анализе часто вместо условия о неслучайности объясняющей переменной используется более слабое условие о независимости (некоррелированности) распределений объясняющей переменной и случайного члена. Получаемые при этом оценки коэффициентов ре​грессии обладают теми же основными свойствами, что и оценки, по​лученные при использовании условия о неслучайности объясняющей переменной.
Предположение о нормальности распределения случайного члена необходимо для проверки значимости параметров регрессии и для их интервального оценивания.
10.3 Теорема Гаусса - Маркова
Теорема Гаусса — Маркова. Если условия 1—4 регрессионного анализа выполняются, то оценки (а, b), сделанные с помощью МНК, являются наилучшими линейными несмещенными оценками, т.е. обладают следующими свойствами:
1)
несмещенности: М{а) = (,  М{b) = (.


(10.8)
(Это означает отсутствие систематической ошибки в положении линии регрессии);
2) эффективности: имеют наименьшую дисперсию в классе всех линейных несмещенных оценок, равную
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(10.9)

3) состоятельности: lim D{a) = 0,    lim D(b) = 0, n((.
(10.10)
(Это означает, что при достаточно большом п оценки (а, b) близки к (а, b).)
Для проверки выводов теоремы воспользуемся оценками (а, b) в виде разложения (2.1) и соотношением
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Пусть x – неслучайная величина, тогда
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(10.11)

Вычислим математическое ожидание и дисперсию оценки b:
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(10.12)
Упражнение 2.1. Вычислите математическое ожидание и диспер​сию оценки а.
10.4 Расчет стандартных ошибок коэффициентов регрессии

Полученные теоретические дисперсии D(a), D{b) зависят от дис​персии (2 случайного члена.
По данным выборки отклонения (i, а следовательно, и их дисперсии ( неизвестны, поэтому они заменяются наблюдаемыми ос татками еi и их выборочной дисперсией.
Однако оценка var (e) является смещенной, т.е.
M[var(e)]=(n-2)(2/n






(10.13)

Несмещенной оценкой дисперсии (2 является величина (остаточная дисперсия)

S2=n*var(e)/(n-2)=(ei2/(n-2), 





(10.14)
которая служит мерой разброса зависимой переменной вокруг линии регрессии.
Величина S называется стандартной ошибкой регрессии.
Отметим, что в знаменателе остаточной дисперсии стоит числа степеней свободы (п — 2), а не п, так как две степени свободы теряются при определении двух параметров {а, b).
Заменив в теоретических дисперсиях неизвестную (2 на оценку S2 получим оценки дисперсии:
Величины Sa, Sb, называются стандартными ошибками коэффици​ентов регрессии.
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(10.15)

Пример 10.1. Для полученной в примере 9.5 зависимости расхо​дов на питание от личного дохода у^ = 6,25 + 0,775x: рассчитаем стан​дартные ошибки коэффициентов регрессии.
Исходные данные: n = 5,   var(x) = 32,   
[image: image235.wmf]2

x

=132,   var(e) = l,98. Остаточная дисперсия S2 и стандартная ошибка регрессии S равны соответственно
S2=n*var(e)/(n-2)=5/3*1,98=3,3, S=(3,3)0,5=1,82.
Стандартные ошибки коэффициентов регрессии
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Убедитесь, что результаты, вычисленные вручную и с помощью компьютерных программ, совпадают.)
Пример 10.2. Покажем, что в выборочной регрессии без свободно​го члена у=bx стандартная ошибка оценки b
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Подставим в оценку для выражения yi=(xi+(i
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Оценка b является несмещенной, так как M(b)=(
Дисперсия оценки b
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В исходной модели оценивается один параметр, поэтому оценкой (2 является

S2=(ei2/(n-1)= ((yi-(xi,)2/(n-1),

Следовательно, 
[image: image240.wmf].
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Пример 10.3. По данным примера 9.5 построим зависимость расходов на питание у от личного дохода х для модели регрессии без свободного члена и рассчитаем стандартную ошибку коэффициента ре​грессии.

Исходные данные и расчетные показатели представим в виде таб​лицы:
	Год
	X
	У
	х2
	ху
	y^
	(у-у^)2

	1990
	2
	9
	4
	18
	2,5
	42,25

	1991
	6
	10
	36
	60
	7,5
	6,25

	1992
	10
	12
	100
	120
	12,5
	0,25

	1993
	14
	19
	196
	266
	17,5
	2,25

	1994
	18
	20
	324
	360
	22,5
	6,25

	Итого
	50
	70
	660
	824
	62,5
	57,25

	Среднее
	10
	14
	132
	164,8
	12,5
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Коэффициент b определяется выражением
b=
[image: image246.wmf]xy

/
[image: image247.wmf]2

x

=  164,8/132=1,25.
Следовательно, y^ = 1,25x.
Заметим, что в отсутствие свободного члена 
[image: image248.wmf]^

y

(
[image: image249.wmf]y

. Остаточная дисперсия S2 и стандартная ошибка регрессии S равны соответственно
S2=(ei2/(n-1)=57,25/4=14,31, S=(14,31)0,5=3,78.
Стандартная ошибка коэффициента регрессии 

[image: image250.wmf].
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=3,78/(5*132)0,5.
Упражнение 10.2. Покажите, что в выборочной регрессии у^=а стандартная ошибка оценки а
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Статистические свойства МНК-оценок (а, b)
Пусть выполняется условие нормальности распределения случайного члена: (i- ~N(0; (2). Тогда МНК-оценки коэффициентов регрессии также имеют нормальное распределение, поскольку являются линейными функциями от (i,, т.е.
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(10.16)
Если условие нормальности распределения случайного члена не выполняется, то оценки (а,b) имеют асимптотически нормальное распределение.
10.5  Проверка гипотез, относящихся к коэффициентам регрессии (a, b)

Проверка гипотезы Но: ( = (0 

Пусть в теоретической зависимости Y=(+(x+(
случайный член ( распределен нормально с неизвестной дисперсией (2.
Хотя величина ( и неизвестна, имеется основание предполагать, что она равна заданной величине (0. Выдвигаются гипотезы
H0: (=(0,   H1: (((0
Задача заключается в проверке гипотезы H0 на основании выборочных данных.
Пусть по выборочным данным получена оценка b.
В качестве критерия проверки гипотезы H0 принимают случайную величину    t=(b-(0)/Sb,







(10.17)

которая имеет распределение Стьюдента с v = п — 2 степенями сво​боды..
Вычисляется наблюдаемое значение критерия t. По таблице критических точек распределения Стьюдента по заданному уровню значимости ( и числу степеней свободы v = п —.2 находят критичес​кую точку tкр. Вычисленный критерий t сравнивается с критическим значением tkp:

если 1t1 < tkp, то Hо принимается;

если 1t1 > fkp, то Но отвергается.

Замечание. В экономических исследованиях проверку гипотез осу​ществляют при 5%-ном и 1%-ном уровнях значимости.
Если нулевая гипотеза отклоняется при 1%-ном уровне значимости, то она автоматически отклоняется и при 5%-ном уровне, а если принимается при 5%-ном уровне, то принимается и при 1%-ном уровне.
Если при 5%-ном уровне гипотеза отклоняется, а при 1%-ном — принимается, то результаты проверки гипотезы приводятся при двух уров​нях значимости.
Пример 10.4. Зависимость расходов на питание у от личного до​хода х по данным примера 1.5 имеет вид
y^ = 6,25+ 0,775x
            (1,65)     (0,143)
(в скобках указаны стандартные ошибки). Проверим гипотезу Hо: ( = 1,5.
Наблюдаемое значение критерия t = (b-(0)/Sb = (0,775-1,5)/0,143=- 5,06.
Число степеней Свободы v = п — 2 = 3. При уровне значимости ( = 5% по таблице находим tкр = 3,18. Поскольку | t| = 5,06 > tKp = 3,18, гипотеза Но отклоняется.
При уровне значимости а = 1 % по таблице находим tKp = 5,8.
По​скольку |t| = 5,06 < tKp = 5,8, гипотеза Но принимается.
Результаты оценивания регрессии совместимы не только с конкретной гипотезой Но: (=(0, но и с некоторым их множеством.
Любое значение ( совместимое с оценкой b, удовлетворяет условию 

((b-()/Sb(<tкр, - tкр <(b-()/Sb< tкр
Разрешив это неравенство относительно (, получим

b- tKpSb <( <b + tKpSb,
т.е. доверительный интервал для величины (.
Посредине интервала лежит величина b.Границы интервала одинаково отстоят от b, зависят от выбора уровня значимости и явля​ются случайными числами.
Доверительный интервал покрывает значение параметра ( с заданной вероятностью (1 — (), т.е.
P(b- tKpSb <( <b + tKpSb)=1-(
Проверка гипотезы но:  ( = 0
Гипотеза Но: Р= 0 используется для установления значимости ко​эффициента регрессии b.
Соответствующая t-статистика есть оценка коэффициента ре​грессии, деленная на ее стандартную ошибку, т.е.
Пример 10.5. Зависимость расходов на питание у от личного до​хода х по данным примера 1.5 имеет вид
y^ = 6,25+ 0,775*x
(1,65)     (0,143)
(в скобках указаны стандартные ошибки).
Оценим значимость коэффициента регрессии b = 0,775 и постро​им доверительный интервал для ( при 5%-ном уровне значимости.
Наблюдаемое значение критерия t = b/Sb=0,775/0,143=5,4.
При (= 5%, v = 3no таблице находим tKp = 3,18.

 Поскольку | t(= 5,4 > tKp = 3,18, то гипотеза H0 отклоняется, т.е. коэффициент регрессии b = 0,775 значим. Доверительный интервал для (
 0,775 - 3,18 • 0,143 < (< 0,775 + 3,18 • 0,143, или 0,32 < ( < 1,23
Взаимозависимость критериев
В парном регрессионном анализе эквивалентны t-критерий для

Но: ( = 0;   t-критерий для H0: ( = 0;    F-критерий для R2:
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)

(

,

,

2

2

2

r

b

b

R

1

2

n

R

F

r

1

2

n

t

S

b

t

-

-

=

-

-

=

=






(10.18)

Связь между критериями выражается равенством

tb=tr=(F)05








(10.19)
причем для критических значений критериев при любом уровне зна​чимости
(tb)кр=(tr)кр=(F)05кр.







(10.20)
и эти критерии дают один и тот же результат.
Вывод. Проверки значимости коэффициента b в парной линейной регрессии, коэффициента корреляции  r и коэффициента детерминации R2 эквивалентны. 

10.6. Нелинейные регрессии
Нелинейность регрессии проявляется как по переменным, так и по параметрам.
Нелинейность по переменным устраняется путем замены перемен​ной. Например, нелинейное уравнение у = ( + (x0,5 + ( после замены переменной z = x0,5 становится линейным: у = ( + (z + ( 

Упражнение 10.3. Имеются данные о зависимости между ежегод​ным потреблением бананов у и годовым доходом х 10 американских семей (усл. ед.): 

	x
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	y
	2
	7
	9
	12
	10
	12
	11
	12
	13
	12


С помощью компьютерной обработки данных получите следующие варианты уравнения  регрессии и выберите наилучший:
y^ = 5,13 + 0,88x,            R2 =0,64,    S = 2,10;
у^=0,774+4,1067x0,5,   R2=0,762,  S=1,72;

y^=13,42-11,67/x,     R2 =0,942,  S = 0,85.

Нелинейность по параметру часто устраняется путем логарифмического преобразования уравнения. Например, следующие нелинейные уравнения после логарифмирования сводятся к линейным:
степенная функция у = (х(( ~ lny = ln( + (lnx + ln(;

(10.21)

экспоненциальная функция у=(е(x( ~ In у = ln( + (x + ln(.
(10.22)
В экономике функции вида у = (х((  применяются при моделировании кривых спроса, а вида у=(е(x( — при моделировании временных трендов.
Упражнение 10.4. По данным примера 9.5 получите:
а)
зависимость расходов на питание от доходов в виде
y^ = 6,13x0'374;
б)
экспоненциальный временной тренд
y^ = 6,8е 0,22t.
В экономическом анализе часто используется эластичность функции. Эластичность функции у =f(х) рассчитывается как относительное изменение у к относительному изменению х, т.е.
В силу того что эластичность линейной функции у = а + bх не является постоянной величиной, а зависит от х, т.е.

Э=(dy/y)/(dx/x)=(x/y)f'(x)





(10.23)
Эластичность показывает, на сколько процентов изменяется функция y=f(x) при изменении независимой переменной на 1%.

В силу линейности функции f(x)

Э=bx/y,








(10.24)

обычно рассчитывается средний показатель эластичности по формуле
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где 
[image: image255.wmf]x

, 
[image: image256.wmf]y

 — средние значения переменных х, у в выборке.
Например, для зависимости расходов на питание от доходов у = 6,25 + 0,775х (
[image: image257.wmf]x

 = 10, 
[image: image258.wmf]y

 =14) средний показатель эластичности равен 0,55 и показывает, что с увеличением дохода на 1% расходы на питание возрастут в среднем на 0,55%.
Для степенной функции у = ахь эластичность представляет собой постоянную величину, равную b.

Пусть зависимость расходов на питание от дохода
y^ = 6,13x0'374
(см. упражнение 10.4).
Эластичность спроса на продукты питания по доходу составляет 0,374. Это означает, что увеличение личного дохода на 1% приведет к увеличению расходов на питание на 0,374%.
Коэффициент 6,13 не имеет экономического смысла. Он помогает прогнозировать значения у при заданных значениях х, приводя их к единому масштабу.
Экспоненциальная функция находит приложение в случае, когда предполагается, что переменная у имеет постоянный темп прироста. Вместо х при этом обычно используется время t, а вместо b - постоянный темп прироста r.
у = аеrt.








(10.26)
Абсолютный прирост у за единицу времени определяется как
dy/dt=raеrt=ry.







(10.27)
Следовательно, относительный прирост у за единицу времени (темп прироста) можно записать как
(dy/dt)/y=ry/y=r







(10.28)
Пусть данные о расходах на питание (см. пример 10.5) были использованы для оценивания экспоненциального временного тренда.
При этом получена зависимость у^ = 6,8е0'22t (см. упражнение 10.4).
Уравнение показывает, что расходы на продукты питания в течение выборочного периода росли на 22% в год.
Постоянный множитель 6,8 показывает, что в момент t = 0 общие расходы на питание составили 6,8 усл. ед.
10.7. Прогнозирование в регрессионных моделях
Под прогнозированием в эконометрике понимается построение оценки зависимой переменной для некоторого набора независимых переменных, которых нет в исходных наблюдениях
Различают точечное и интервальное прогнозирование. В первом случае оценка — некоторое число, во втором — интервал, в котором находится истинное значение зависимой переменной с заданным уровнем значимости.
Рассмотрим регрессионную модель
у = ( + (x + (.
Действительное значение зависимой переменной при x=xp
yР =( +(xp+(p
где М((p) = 0,  D((p) = (2. Значения (,(, (p неизвестны.
Предсказанным значением является оценка (точечный прогноз)

y^Р =a +bxp
Ошибка предсказания равна разности между предсказанным и действительным значениями:
(p= y^Р - yР
Ошибка предсказания имеет нулевое математическое ожидание:

M((p)=0

Действительно

M((p)=M(y^Р) – M(yР)=M(a+bxp)-M((+(x p +(p)=0.
Вычислим дисперсию прогноза. Учитывая, что в случае парной регрессии
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(10.29)

для дисперсии прогноза получим
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(10.30)

Из формулы следует, что чем больше хр отклоняется от выборочного среднего 
[image: image261.wmf]x

, тем больше дисперсия ошибки предсказания, и чем больше объем выборки n, тем меньше дисперсия.
Заменяя в дисперсии прогноза (2 на ее оценку S2 и извлекая квадратный корень, получим cтандартную ошибку предсказания 


[image: image262.wmf].
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(10.31)
Доверительный интервал для действительного значения ур определяется выражением

где tкр — критическое значение t-статистики при заданном уровне значимости и числе степеней свободы.
[image: image263.jpg]



На рис. 10.2 в общем виде показано соотношение между доверительным интервалом предсказания и значением объясняющей nepeменной.
Отрезок, отмеченный на рис. 10.2 стрелками, определяет доверительный интервал предсказания в точке хр.
11. Модель множественной регрессии

11.1. Классическая нормальная линейная модель множественной регрессии

Обобщением линейной регрессионной модели с одной объясняющей переменной является линейная регрессионная модель с k: объясняющими переменными (модель множественной регрессии):
y=(0+(1x1+…+(kxk+(                           


 (11.1)

где (0,(1….(k — параметры модели, а ( — случайный член.
Случайный член ( удовлетворяет тем же предпосылкам, что и в модели с парной регрессией. Предполагается, что объясняющие переменные не коррелированы друг с другом.
В матричной форме регрессионная модель имеет вид

Y=X(+(







(11.2)

где Y –случайный вектор-столбец размерности (n*1) наблюдаемых значений результативного признака (yi, i=1,2,…n);X-матрица размерностью [n*(k+1)] наблюдаемых значений аргументов. xij-элемент матрицы рассматривается как неслучайная величина; (-вектор столбец размерностью [(k+1)*1] неизвестных, подлежащих определению параметров (коэффициентов регрессии); ( - случайный вектор, столбец размерности (n*1) ошибок наблюдения (остатков). Компоненты вектора (i независимы между собой, имеют нормальный закон распределения с нулевым математическим ожиданием M(i=0и неизвестной дисперсией (2.

На практике рекомендуется, чтобы n>3k.
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Единицы в первом столбце матрицы призваны обеспечить наличие свободного члена в модели (9.1). Предполагается, что существует переменная x0, которая во всех наблюдениях равна 1.

На основе п наблюдений оценивается выборочное уравнение регрессии

y^=b0+b1x1+…+bkxk





(11.3)
где b0,b1…bk — оценки параметров (0,(1….(k.
Или в матричной форме

Y^=X*b+e,






(11.4)

где Y^– вектор-столбец с элементами (y^i, I=1,2,…n), e-вектор-столбец остатков (ei=yi-y^i).
Для оценки параметров регрессии используется метод наименьших квадратов. В соответствии с МНК минимизируется сумма квадратов остатков
Q=(ei2=((yi-y^i)2(min
Необходимым условием ее минимума является равенство нулю всех ее частных производных по b0,b1…bk.
В результате приходим к системе из (к + 1) линейного уравнения с (к + 1) неизвестным, называемой системой нормальных уравнений. Ее решение в явном виде обычно записывается в матричной форме, иначе оно становится слишком громоздким.
Оценки параметров модели и их теоретические дисперсии в матричной форме определяются выражениями
b = (XT X)-1 XTY,    S(bj) = (XT X)-1 jj(2,



(11.5)
где b — вектор с компонентами b0, b1…bk X— матрица значений объясняющих переменных; Y — вектор значений зависимой переменной, (2--дисперсия случайного члена.
Несмещенной оценкой (2 является величина S^2 (остаточная дисперсия):

S^2=(1/n-k-1)(ei2



    



(11.6)
Величина S^ называется стандартной ошибкой регрессии.
Заменяя в теоретических дисперсиях неизвестную дисперсию (2 на ее оценку S2=S^2 и извлекая квадратный корень, получим стандартные ошибки оценок коэффициентов регрессии
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1

jj

T

b

X)

(X

S

S

j

-

=








(11.7)

Следует иметь ввиду что эти оценки находятся на главной диагонали ковариационной матрицы S(b) = (2 (XT X)-1 

Если предпосылки относительно случайного члена ( выполняются, оценки параметров множественной регрессии являются несмещенными, состоятельными и эффективными.
При использовании компьютерных программ коэффициенты регрессии b0, b1,..., bk и их стандартные отклонения вычисляются одновременно.
Пример 11.1. По данным бюджетного обследования семи случайно выбранных семей изучалась зависимость накопления у от дохода х1 и стоимости имущества х2. Исходные данные (усл. ед.):
	Х\
	40
	55
	45
	30
	30
	60
	50

	*2
	60
	40
	40
	15
	90
	30
	30

	У
	2
	7
	5
	4
	2
	7
	6


Используя компьютерную программу, получим оцененное уравнение регрессии
y^= 0,45+ 0,129х1-0,034x2,   S = 0,97
(2,06)    (0,036)         (0,017)
(в скобках указаны стандартные ошибки).
Из этого уравнения можно сделать следующие выводы.
1.
Прогнозируемое накопление семьи, имеющей доход 40 усл. ед и имущество стоимостью 25 усл. ед., составляет:
у = 0,45 + 0,129 • 40 - 0,034 • 25 = 4,76.
2.
Если доход семьи возрастет на 10 усл. ед., а стоимость имущества не изменится, то накопление возрастет на величину:
(у = 0,129(х1, = 0,129 • 10 = 1,29.
3. Если доход семьи возрастет на 5 усл. ед., а стоимость имущества увеличится на 15 усл. ед., то накопление возрастет на величину
(у = 0,129(х1- 0,034(2 = 0,129 5 - 0,034 15 = 0,135.
11.2. Анализ вариации зависимой переменной
Пусть в уравнении регрессии содержится k объясняющих переменных. Допустим, что можно разложить дисперсию зависимой переменной на объясненную и необъясненную составляющие:
var (у) = var (у^) + var (e).






(11.8)
Используя определение выборочной дисперсии, это уравнение можно представить в виде
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(11.9)

Обозначим:
TSS = 
[image: image267.wmf]2
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(11.10)

ESS -
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— разброс, объясненный регрессией;

(11.11)
USS - 
[image: image269.wmf]å
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— разброс, не объясненный регрессией.

         (11.12)

 Тогда 
TSS = ESS +   USS







(11.13)
(n-1)      (к)       (п-к-1)
(в скобках указано число степеней свободы, соответствующее каж​дому члену уравнения).
Замечание. Любая сумма квадратов связана с числом степеней свободы, т.е. с числом независимого варьирования переменной. Существует равенство между числами степеней свободы для этого уравнения. Отнесение каждой суммы квадратов этого уравнения на одну степень свободы приводит их к сравнимому виду.
Коэффициент детерминации есть доля объясненной части разброса зависимой переменной, т.е.
R2=ESS/ TSS = 1-USS /TSS 





(11.14)

Величина R2 является мерой объясняющего качества уравнения регрессии по сравнению с горизонтальной линией у^ = 
[image: image270.wmf]y

.
Поскольку коэффициент R2 измеряет долю дисперсии, совместно объясненной независимыми переменными» то, казалось бы, мож​но определить отдельный вклад каждой независимой переменной и таким образом получить меру ее относительной важности. Однако такое разложение невозможно, если независимые переменные коррелированы, поскольку в этом случае их объясняющие способности будут перекрываться.
[image: image271.jpg]



На рис. 11.1, а) и б) отражен геометрический смысл коэффициента детерминации при использовании одной и двух объясняющих переменных 

                                  [image: image272.jpg]



С увеличением объясненной части разброса ESS коэффициент R2 приближается к единице. Кроме того, с добавлением еще одной переменной R2 обычно увеличивается.
Для компенсации такого увеличения R2вводится скорректированный коэффициент детерминации с поправкой на число степеней свободы:
R2=1-(n-1)USS/(n-k-1)TSS





(11.15)
Если увеличение доли объясненной регрессии при добавлении новой переменной мало, то скорректированный коэффициент детерминации может уменьшиться, следовательно, добавлять переменную нецелесообразно.
Кроме того, если объясняющие переменные х1 и х2 сильно коррелируют между собой, то они объясняют одну и ту же часть разброса переменной у, и в этом случае трудно оценить вклад каждой из переменных в объяснение поведения у.

11.3. Проверка статистических гипотез
Проверка гипотезы Но: (i = 0

Значимость коэффициента регрессии bi оценивается с помощью критерия r.

ti=bi/Sbi








(11.16)

имеющего распределение Стьюдента с v = n — k — 1 степенями свободы.
t-статистика обеспечивает эффективную проверку значимости переменной при допущении, что все другие переменные уже включены в уравнение.
Последовательный отсев несущественных факторов составляет основу многошагового регрессионного анализа. Однако по коэффициентам регрессии нельзя определить, какой из факторов оказывает наибольшее влияние на зависимую переменную, так как коэффициенты регрессии между собой несопоставимы (они измерены разными единицами).
Различия в единицах измерения факторов устраняют с помощью частных коэффициентов эластичности, рассчитываемые по формуле
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где 
[image: image274.wmf]i

x

— среднее значение изучаемого фактора.
Частные коэффициенты эластичности показывают, на сколько процентов в среднем изменяется зависимая переменная с изменением на 1% каждого фактора при фиксированном значении других факторов.
Упражнение 11.1. Регрессия зависимой переменной у на три независимые переменные на основе n = 30 наблюдений дала следующие результаты:
у^ = 25,1 + 1,2х1 + 1,0х2 - 0,5х3.

Cтандартные ошибки:    (2,1)    ( )       ( )     
t-значения:
                     (11,9)   ( )       ( )         ( )
95%-ные доверительныеинтервалы:

                                        (±4,3)   ( )       ( )         ( )
Заполните пропуски и оцените значимость коэффициентов регрессии.

11.4 Проверка гипотезы Но: (0=(1=(2=…=(k =0

Предположим, что в модель множественной регрессии включен свободный член, тогда TSS = ESS + USS, где ESS— объясненная сумма квадратов отклонения с v1 = k+1 степенями свободы, использованными на ее объяснение, a USS— остаточная (необъясненная) сумма квадратов с v2 = n-k-1 степенями свободы.
Для определения того, действительно ли объясненный разброс ESS больше случайного USS, используется F-тест.
Построим F-статистику:
F=(ESS/(k+1)) / (USS/(n-k-1))
(для сопоставимости ESS и USS их значения привели на одну степень свободы).
После деления числителя и знаменателя этого выражения на TSS можно вычислить F-статистику на основе R2:
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Вместо данной формулы можно использовать формулу
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Показатели F и R2 равны или не равны нулю одновременно, поэтому принятие гипотезы Hо: F = 0 равнозначно статистической незначимости R2.
Величина F имеет распределение Фишера с v1= к+1, v2 = п — к— 1 степенями свободы. Вычисленный критерий сравнивается с критическим значением FKp. Если F < FKp, то Hо принимается, т.е. связь незначима, если F > FKp, то Hо отклоняется, т.е. связь значима.
Проверка гипотезы Hо: F = 0 равнозначна проверке гипотезы Hо: (0=(1=(2=… = (k= 0 об одновременном равенстве нулю всех коэффициентов линейной регрессии, за исключением свободного члена.
Замечание. Если объясняющие способности независимых переменных перекрываются (сильная корреляция между ними), то t-mecm для каждой переменной окажется незначимым, в то время как F-mecm для уравнения в целом может быть значимым

11.5 Проверка гипотезы Н0: (k+1 = (k+2 = … =(k+m  = 0

Распределение Фишера можно использовать для проверки гипотезы об одновременном равенстве нулю части коэффициентов регрессий

Пусть сначала была оценена регрессия с k объясняющими переменными
y^ = bo+blx1+... + bkxk
и объясненная сумма квадратов составляет ESSk.
Затем добавлено еще т переменных и по тем же данным оценено уравнение

y^ = bo+blx1+... + bk+mxk+m
при этом объясненная сумма квадратов возрастает до ESSk+m.
Таким образом, объяснили дополнительно величину (ESSk+m — ESSk), использовав для этого т степеней свободы.
Требуется выяснить, превышает ли данное увеличение объясненной части то увеличение, которое может быть получено случайно (USSk+m). Используя F-тест, соответствующую F-статистику можно записать в виде
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и в соответствии с нулевой гипотезой H0: 
F= 0 она распределена с v1= m и v2 = n - k-т- 1 степенями свободы.
Вычисленное значение критерия сравнивается с его критическим значением при заданном уровне значимости и числе степеней свободы.
Если F > FKp, то Н0 отклоняется, т.е. дополнительное включение в модель т переменных оправдано.
Гипотеза Hо: F= 0 равнозначна гипотезе Но: (ы+1 = (к+2 = …-(к+m  =  0.
В частности, если добавить только одну переменную, то
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Пример 11.2. Пусть по данным примера 3.1 изучалась зависимость накопления у от дохода Х1 и стоимости имущества х2. При включении в модель только переменной x1 уравнение регрессии у на х1 имело коэффициент детерминации R2 = 0,733. После дополнительного включения в модель переменной х2 уравнение регрессии у на x1 и х2 имело R2 = 0,86.

Определим: а) значимость в целом регрессии у на х1 б) значимость регрессии у на x1 и х2, в) верна ли гипотеза Hо: (2 = 0-
а) Для (1 = 1, v2 = 5, ( = 0,05 по таблице находим FKp = 6,61. Расчетное значение критерия
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Поскольку F= 13,72 > FKp = 6,61, то уравнение регрессии в целом значимо.
б) Для (1  = 2, v 2 = 4, ( = 0,05 по таблице находим FKp = 6,94. Расчетное значение критерия
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Поскольку F= 12,28 > FKp = 6,94, то уравнение регрессии в целом значимо.
в) Для (1| = l, v2 = 4, (= 0,05 по таблице находим FKp = 7,71. Расчетное значение критерия
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Поскольку F= 3,62 < Fкр = 7,71, то уравнение с включением переменной х2 улучшения в объяснении дисперсии у не дало, т.е. коэффициент (2 = 0.
11.6 Проверка гипотезы но: ('=(" (тест Чоу)

Пусть имеются две выборки объема n1 и n2. Для каждой из этих выборок оценено уравнение регрессии с k объясняющими переменными
(y^)' = b'o+b'lx1+... + b'kxk
с необъясненной суммой квадратов USS1 (( = n1 — k — 1);

(y^)'' = b''o+b''lx1+... + b''kxk
с необъясненной суммой квадратов USS2 (( = п2 - k— 1).
Проверяется нулевая гипотеза H0: ('= (", т.е. все соответствующие коэффициенты этих уравнений равны друг другу.

Пусть оценено уравнение регрессии того же вида сразу для всех (n1 + п2) наблюдений с необъясненной суммой квадратов USS0 (v = n1 + n2-2k- 2).
Тогда рассматривается F'-статистика: 

F= [(USS0 - ( USS1 - USS2 ))*( n1 + n2-2k- 2)]/( USS1 + USS2),
которая имеет распределение Фишера с (1 = k + 1 и v2= n1 + п2— 2k - 2 степенями свободы.
F-статистика будет близка к нулю, если USS0 = USS1 + USS2, т.е. если уравнения регрессии для обеих выборок одинаковы.
Если F> FKp, то Hо отклоняется, т.е. нельзя построить единое уравнение регрессии для обеих выборок.
11.7 Интервальное оценивание коэффициентов регрессии

Наряду с точечными оценками bj коэффициентов регрессии (j, регрессионный анализ позволяет получать интервальные оценки с доверительной вероятностью (. Интервальная оценка параметра  (j  с доверительной вероятностью ( имеет вид
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где t( находим по таблице t–распределения при вероятности (=1-( и числу степеней свободы (=n-k-1

Интервальные оценки уравнения регрессии по начальным условиям (X0)=(1,X01, X02,…X0k)T равна
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А точечная оценка 
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Интервал оценки предсказания с доверительной вероятностью ( определяется (
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(11.26)
где   t( определяется по таблице  t-распределения при (=1-( и (=n-k-1

По мере удаления вектора начальных условий x0 от вектора средних 
[image: image286.wmf]x

 ширина доверительного интервала при заданном ( будет увеличиваться.

11.8 Тренировочный пример 1

На основании данных о темпе прироста (%) внутреннего национального продукта (Y) и промышленного производства (X),десяти развитых стран мира за 1992 г., приведенных в таблице  и предложения, что генеральное уравнение регрессии имеет вид: y^=(0+(1x
Исходные данные

	Страны
	Y
	X

	Япония
	3,5
	4,3

	США
	3,1
	4,6

	Германия
	2,2
	2,0

	Франция
	2,7
	3,1

	Италия
	2,7
	3,0

	Великобритания
	1,6
	1,4

	Канада
	3,1
	3,4

	Австралия
	1,8
	2,6

	Бельгия
	2,3
	2,6

	Нидерланды
	2,3
	2,4


Требуется :

1. определить оценки вектора  и остаточной дисперсии S^;

2. при (=0,05 проверить значимость уравнения регрессии;

3. при (=0,05 проверить значимость коэффициентов уравнения;

4. с доверительной вероятностью (=0,9 построить интервальные оценки  (0 и (1;

5. с доверительной вероятностью (=0,9 построить интервальные оценки уравнения регрессии в точках, определяемых вект0ром начальных условий x0=(1,3), x0=(1,5)

1.Определим вектор оценок коэффициентов регрессии. Согласно методу наименьших квадратов (в матричной форме)  b=(xTx)-1xTy
Воспользуемся правилами умножения матриц будем иметь
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В матрице (xTx) число 10, лежащее на пересечении 1-й строки и 1-го столбца, получено как сумма произведений элементов 1-й строки матрицы xT и 1-го столбца x, а число 75, лежащее на пересечении 1-й строки и 2-го столбца, как сумма произведений элементов 1-й строки матрицы xT и 2-го  столбца матрицы и x т.д.
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Найдем обратную матрицу
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Тогда вектор оценок коэффицентов регресии равен
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Оценка уравнения регрессии будет иметь вид

y^=0,908+0,552x
Рассмотрим другой вариант формирования уравнения регрессии.

В таблице 2 представлен расчет средних, а в таблице 3 расчет вариаций

	i
	xi
	yi
	xi2
	xi*yi

	1
	4,3
	3,5
	18,49
	15,05

	2
	4,6
	3,1
	21,16
	14,26

	3
	2
	2,2
	4
	4,4

	4
	3,1
	2,7
	9,61
	8,37

	5
	3
	2,7
	9
	8,1

	6
	1,4
	1,6
	1,96
	2,24

	7
	3,4
	3,1
	11,56
	10,54

	8
	2,6
	1,8
	6,76
	4,68

	9
	2,6
	2,3
	6,76
	5,98

	10
	2,4
	2,3
	5,76
	5,52
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Расчет средних
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Для метода наименьших квадратов справедлива следующая система уравнений (y=a+bx)
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Имеем
29,4* b  +    10*a = 25,3,

95,06*b + 29,4*a = 79,14,

Определитель d=86,24, d1=47,58, d2=78,3

Тогда a = d1/d=0,552,            b=d2/d=0,908

Уравнение регрессии y^=0,908+0,552x
Коэффициент корреляции определяется по формуле
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Откуда r=4,758/(3,24*8,624)1/2=0,9

Коэффициент детерминации R2=r2=0,81

2. Перейдем к статистическому анализу полученного уравнения регрессии: проверке значимости уравнения и его коэффициентов, исследованию абсолютных ei=yi-y^I и относительных  ошибок (i=(1-y^i/yi)*100% апроксимации. 
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Тогда 
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Значения квадрата суммы отклонений yi-y^i представлены в таблице 3.

Откуда несмещенная оценка остаточной дисперсии

(S^)2=(1/n-k-1)*Qост=1/8*0,6399=0,0799

а оценка среднеквадратического отклонения

S^=(0,07999)1/2=0,283

б) Проверим на уровне значимости (=0,05 значимость уравнения регрессии, т.е гипотезу Н0: ((0=(1=0). Определим Fнабл., (1=k+1=2, (2=n-k-1=8

Fнабл=(2,6355*8/2)/0,6399=16,474


[image: image304.wmf]2

i

i

2

i

R

R

y

у

Q

y

y

Q

1

k

n

Q

1

k

Q

F

)

(

)

(

,

)

/(

)

/(

^

^

-

=

-

=

-

-

+

=

å

å

ост

ост

набл


По таблице 4 F-распределения для (=0,05 (1=2, (2=8 находим Fкр=4,46.

Так как Fнабл > Fкр, то уравнение является значимым.

в) Найдем оценку ковариационной матрицы вектора b
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Отсюда получаем несмещенные оценки дисперсий и среднеквадратических отклонений коэффициентов регрессии:

S^b02=0,08817               S^b0 =0,2858=0,3

S^b12=0,00927               S^b1 =0,0963=0,1
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Для проверки значимости коэффициентов регрессии, т.е гипотезы Н0: (1=0, находим по таблице  t-распределения при (=0,1, (=8 значение tкр=1,86:

t(b1)=b1/S^b1=0,552/0,1=5,52

t(b0)=b1/S^b0=0,908/0,3=3,03

Так как t(b1)> tкр, t(b0)> tкр ,то коэффицент (1 и (0 значимо отличается от нуля.

г) Определим интервальные оценки коэффициентов уравнения с доверительной вероятностью (=0,9
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где t( находим по таблице t–распределения при вероятности (=1-(=0.1 и числу степеней свободы (=n-k-1=8

(0([0,908(1,86*0,3], откуда  0,35<=(0<=1,47

(1([0,552(1,86*0,1], откуда  0,37<=(1<=0,74

д) Определим интервальные оценки уравнения регрессии по начальным условиям (X0)=(1,X01, X02,…X0k)T
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Интервал оценки предсказания с доверительной вероятностью ( определяется (
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где   t( определяется по таблице  t-распределения при (=1-( и (=n-k-1

При x0=3 под знаком радикала
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Учитывая, что S^=0,282 (определено в п. а)), имеем
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При x0=5 для предсказания
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Таблица расчетов оценок для регрессионного уравнения y^=0,908+0,552x,
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Y

= 2,53 (Тренировочный пример 1)
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	ei=yi-yi^
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	1
	4,3
	3,5
	1,36
	0,97
	1,3192
	1,8496
	0,94
	3,28
	0,22
	0,0484
	0,5625

	2
	4,6
	3,1
	1,66
	0,57
	0,9462
	2,7556
	0,32
	3,45
	-0,35
	0,1225
	0,8464

	3
	2
	2,2
	-0,94
	-0,33
	0,3102
	0,8836
	0,11
	2,01
	0,19
	0,0361
	0,2704

	4
	3,1
	2,7
	0,16
	0,17
	0,0272
	0,0256
	0,03
	2,62
	0,08
	0,0064
	0,0081

	5
	3
	2,7
	0,06
	0,17
	0,0102
	0,0036
	0,03
	2,56
	0,14
	0,0196
	0,0009

	6
	1,4
	1,6
	-1,54
	-0,93
	1,4322
	2,3716
	0,86
	1,68
	-0,08
	0,0064
	0,7225

	7
	3,4
	3,1
	0,46
	0,57
	0,2622
	0,2116
	0,32
	2,78
	0,32
	0,1024
	0,0625

	8
	2,6
	1,8
	-0,34
	-0,73
	0,2482
	0,1156
	0,53
	2,34
	-0,54
	0,2916
	0,0361

	9
	2,6
	2,3
	-0,34
	-0,23
	0,0782
	0,1156
	0,05
	2,34
	-0,04
	0,0016
	0,0361

	10
	2,4
	2,3
	-0,54
	-0,23
	0,1242
	0,2916
	0,05
	2,23
	0,07
	0,0049
	0,09

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	Итого
	4,758
	8,624
	3,24
	25,29
	0,01
	0,6399
	2,6355

	
	
	
	
	var
	
	0,8624
	0,324
	
	
	
	


11.9 Тренировочный пример 2

По данным годовых отчетов десяти (n=10) машиностроительных предприятий провести регрессионный анализ зависимости производительности труда (млн. руб. на чел.) от объема производа  (млрд. руб). Предполагается линейная модель y^=(0+(1x
Исходные данные

	yi
	xi
	y^i
	ei=yi-y^i

	2,1
	3
	2,77
	-0,67

	2,8
	4
	3,52
	-0,72

	3,2
	5
	4,27
	-1,07

	4,5
	5
	4,27
	0,23

	4,8
	5
	4,27
	0,53

	4,9
	5
	4,27
	0,63

	5,5
	6
	5,02
	0,48

	6,5
	7
	5,77
	0,73

	12,1
	15
	11,75
	0,35

	15,1
	20
	15,50
	-0,4


1.Определим вектор оценок коэффициентов регрессии. Согласно методу наименьших квадратов 

b=(xTx)-1xTy
Воспользуемся правилами умножения матриц будем иметь
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В матрице (xTx) число 10, лежащее на пересечении 1-й строки и 1-го столбца, получено как сумма произведений элементов 1-й строки матрицы xT и 1-го столбца x, а число 75, лежащее на пересечении 1-й строки и 2-го столбца, как сумма произведений элементов 1-й строки матрицы xT и 2-го  столбца матрицы и x т.д.
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Найдем обратную матрицу
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Тогда вектор оценок коэффицентов регресии равен
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Оценка уравнения регрессии будет иметь вид

y^=0,52534+0,74861x
В таблице 2 представлен расчет средних, а в таблице 3 расчет вариаций

	i
	xi
	yi
	xi2
	xi*yi

	1
	3
	2,1
	9
	6,3

	2
	4
	2,8
	16
	11,2

	3
	5
	3,2
	25
	16

	4
	5
	4,5
	25
	22,5

	5
	5
	4,8
	25
	24

	6
	5
	4,9
	25
	24,5

	7
	6
	5,5
	36
	33

	8
	7
	6,5
	49
	45,5

	9
	15
	12,1
	225
	181,5

	10
	20
	15,1
	400
	302

	итоги
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Расчет средних
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Второй способ определения коэффициентов регрессионного уравнения. Для метода наименьших квадратов справедлива следующая система уравнений (y=a+bx)
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Имеем
75* b  +    10*a = 61,5,

835*b +    75*a = 666,5

Определитель d=2725, d1=1365, d2=2053

Тогда a = d1/d=0,52534            b=d2/d=0,74861

Уравнение регрессии y^=0,52534+0,74861x
Коэффициент корреляции определяется по формуле
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Откуда r=205,25/(272,5*158,5)1/2=0,988

Коэффициент детерминации R2=r2=0,976

2. Перейдем к статистическому анализу полученного уравнения регрессии: проверке значимости уравнения и его коэффицентов, исследованию абсолютных ei=yi-y^I и относительных  ошибок (i=(1-y^i/yi)*100% апроксимации.
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Тогда
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Значения квадрата суммы отклонений yi y^i представлены в таблице 3.

Откуда несмещенная оценка остаточной дисперсии

(S^)2=(1/n-k-1)*Qост=1/8*3,9847314=0,49809176

а оценка среднеквадратического отклонения

S^=(0,49809176)1/2=0,70575616

Проверим на уровне значимости (=0,05 значимость уравнения регрессии, т.е гипотезу Н0: ((0=(1=0). Определим Fнабл.
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Fнабл=(154,7*8/2)/3,9847314=155,29

По таблице 4 F-распределения для (=0,05 (1=2, (2=8 находим Fкр=4,46.

Так как Fнабл > Fкр, то уравнение является значимым.

Найдем оценку ковариационной матрицы вектора b
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Отсюда получаем несмещенные оценки дисперсий и среднеквадратических отклонений коэффициентов регрессии:

S^b02=0,15262627                  S^b0 =0,3906741

S^b12=0,0018278473              S^b1 =0,0427527
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Для проверки значимости коэффициентов регрессии, т.е гипотезы Н0: (1=0, находим по таблице  t-распределения при (=0,05, (=8 значение tкр=2,31:

t(b1)=b1/S^b1=0,74861/0,0427527=17,51

Так как t(b1)> tкр, то коэффицент (1 значимо отличается от нуля.

Определим интервальные оценки коэффициентов уравнения с доверительной вероятностью (=0,95
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где t( находим по таблице –распределения при вероятности (=1-( и числу степеней свободы (=n-k-1=8

(0([0,525(2,31*0,391], откуда  -0,378<=(0<=1,428
(1([0,74861(2,31*0,0428], откуда  -0,650<=(0<=0,847
Таблица расчетов оценок для регрессионного уравнения y^=0,52534+0,74,861x,
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	1
	3
	2,1
	-4,5
	-4,05
	18,225
	20,25
	16,4
	2,77
	-0,67
	0,4356
	11,49

	2
	4
	2,8
	-3,5
	-3,35
	11,725
	12,25
	11,22
	3,52
	-0,72
	0,5041
	6,97

	3
	5
	3,2
	-2,5
	-2,95
	7,375
	6,25
	8,7
	4,27
	-1,07
	1,1449
	3,53

	4
	5
	4,5
	-2,5
	-1,65
	4,125
	6,25
	2,72
	4,27
	0,23
	0,0529
	3,53

	5
	5
	4,8
	-2,5
	-1,35
	3,375
	6,25
	1,82
	4,27
	0,53
	0,2809
	3,53

	6
	5
	4,9
	-2,5
	-1,25
	3,125
	6,25
	1,56
	4,27
	0,63
	0,3969
	3,53

	7
	6
	5,5
	-1,5
	-0,65
	0,975
	2,25
	0,42
	5,02
	0,48
	0,2304
	1,28

	8
	7
	6,5
	-0,5
	0,35
	-0,175
	0,25
	0,12
	5,77
	0,73
	0,5329
	0,14

	9
	15
	12,1
	7,5
	5,95
	44,625
	56,25
	35,4
	11,75
	0,35
	0,09
	31,92

	10
	20
	15,1
	12,5
	8,95
	111,88
	156,25
	80,1
	15,50
	-0,4
	0,2209
	88,74

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	Итого
	205,25
	272,5
	158,5
	61,51
	-0,01
	3,9847314
	154,7

	
	
	
	
	var
	
	27,25
	15,8
	
	
	
	


12. Мультиколлинеарность

12.1 Основные сведения о мультиколлинеарности
Под мультиколлинеарностью понимается высокая взаимная коррелированностъ объясняющих переменных. Мультиколлинеарность может проявляться в функциональной (явной) и стохастической (скрытой) формах.
При функциональной форме мультиколлинеарности по крайней мере одна из парных связей между объясняющими переменными является линейной функциональной зависимостью. В этом случае матрица ХТХ особенная, так как содержит линейно зависимые векторы-столбцы и ее определитель равен нулю, т. е. нарушается предпосылка 6 регрессионного анализа. Это приводит к невозможности решения соответствующей системы нормальных уравнений и получения оценок параметров регрессионной модели.
Однако в экономических исследованиях мультиколлинеарность чаще проявляется в стохастической форме, когда между хотя бы двумя объясняющими переменными существует тесная корреляционная связь. Матрица XТХ в этом случае является неособенной, но ее определитель очень мал.
В то же время вектор оценок b и его ковариационная матрица пропорциональны обратной матрице (XТХ)-1, а значит, их элементы обратно пропорциональны величине определителя XТХ. В результате получаются значительные средние квадратические отклонения (стандартные ошибки) коэффициентов регрессии b0, b1,...,bp и оценка их значимости по r-критерию не имеет смысла, хотя в целом регрессионная модель может оказаться значимой по F-критерию.
Оценки становятся очень чувствительными к незначительному изменению результатов наблюдений и объема выборки. Уравнения регрессии в этом случае, как правило, не имеют реального смысла, так как некоторые из его коэффициентов могут иметь неправильные с точки зрения экономической теории знаки и неоправданно большие значения.
Точных количественных критериев для определения наличия или  отсутствия  мультиколлинеарности  не существует. Тем  не менее имеются  некоторые   эвристические    подход ы  по ее выявлению.
Один из таких подходов заключается в анализе корреляционной матрицы между объясняющими переменными Х1, Х2,…Xр выявлении пар переменных, имеющих высокие коэффициенты корреляции (обычно больше 0,8). Если такие переменные суще​ствуют, то говорят о мультиколлинеарности между ними.
Полезно также находить множественные коэффициенты де​терминации между одной из объясняющих переменных и неко​торой группой из них. Наличие высокого множественного ко​эффициента детерминации (обычно больше 0,6) свидетельствует о мультиколлинеарности.
Другой подход состоит в исследовании матрицы (XТХ). Если определитель матрицы XТХ либо ее минимальное собственное зна​чение (min близки к нулю (например, одного порядка с накапли​вающимися ошибками вычислений), то это говорит о наличии мультиколлинеарности. О том же может свидетельствовать и зна​чительное отклонение максимального собственного значения (тах матрицы XТХ от ее минимального собственного значения (min.
Для устранения или уменьшения мультиколлинеарности ис​пользуется ряд методов. Самый простой из них (но далеко не всегда возможный) состоит в том, что из двух объясняющих пере​менных, имеющих высокий коэффициент корреляции (больше 0,8), одну переменную исключают из рассмотрения. При этом, какую пе​ременную оставить, а какую удалить из анализа, решают в первую очередь на основании экономических соображений. Если с эконо​мической точки зрения ни одной из переменных нельзя отдать предпочтение, то оставляют ту из двух переменных, которая имеет больший коэффициент корреляции с зависимой переменной.
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Другой метод устранения или уменьшения мультиколлинеарности заключается в переходе от несмещенных оценок, определен​ных по методу наименьших квадратов, к смещенным оцен​кам, обладающим, однако, меньшим рассеянием относительно оце​ниваемого параметра, т. е. меньшим ма
Рис. 12.1
тематическим ожиданием квадрата отклонения оценки bj от параметра (j или М(bj-(j)2.

Оценки, определяемые вектором b, обладают в соответст​вии с теоремой Гаусса—Маркова минимальными дисперсиями в классе всех линейных несмещенных оценок, но при наличии мультиколлинеарности эти дисперсии могут оказаться слишком большими, и обращение к соответствующим смещенным оценкам может повысить точность оценивания параметров регрес​сии. На рис. 12.1 показан случай, когда смещенная оценка (^j, выборочное распределение которой задается плотностью (((^j), «лучше» несмещенной оценки bj, распределение которой представляет плотность ((bj).
Действительно, пусть максимально допустимый по величине доверительный интервал для оцениваемого параметра bj   есть ((j-(, ((j+(). Тогда доверительная вероятность, или надежность оценки, определяемая площадью под кривой распределе​ния   на   интервале    ((j-(,(j+(),   как   нетрудно   видеть   из рис. 12.1, будет в данном случае больше для оценки (^j по срав​нению с bj (на рис. 12.1 эти площади заштрихованы). Соответственно средний квадрат отклонения оценки от оцениваемого па​раметра будет меньше для смещенной оценки, т.е.

M((^j-(j)2<M(bj-(j)2

При использовании «ридж-регрессии» (или «гребневой регрессии») вместо несмещенных оценок вектора b рассматривают смещен​ные оценки, задаваемые вектором (( = (ХTХ +(Ep+1 )-1XTY, где ( —некоторое положительное число, называемое «гребнем» или «хребтом», Ер+1 — единичная матрица (р+1)-го порядка. Добав​ление ( к диагональным элементам матрицы XTX делает оценки параметров модели смещенными, но при этом увеличивается опре​делитель матрицы системы нормальных уравнений вместо (ХTХ (он будет равен (ХTХ +(Ep+1 (.
Таким образом, становится возможным исключение мульти​коллинеарности в случае, когда определитель (ХTХ (близок к нулю.
Для устранения мультиколлинеарности может быть использо​ван переход от исходных объясняющих переменных Х1,Х2,…, Хп, свя​занных между собой достаточно тесной корреляционной зависи​мостью, к новым переменным, представляющим линейные комби​нации исходных. При этом новые переменные должны быть сла​бокоррелированными либо вообще некоррелированными. В каче​стве таких переменных берут, например, так называемые главные компоненты вектора исходных объясняющих переменных, изучаемые в компонентном анализе, и рассматривают регрессию на главных компонентах, в которой последние выступают в качестве обоб​щенных объясняющих переменных, подлежащих в дальнейшем содержательной (экономической) интерпретации.
Ортогональность главных компонент предотвращает прояв​ление эффекта мультиколлинеарности. Кроме того, применяе​мый метод позволяет ограничиться малым числом главных ком​понент при сравнительно большом количестве исходных объяс​няющих переменных.
12.2 Отбор наиболее существенных объясняющих переменных

Одним из возможных методов устранения или уменьшения мультиколлинеарности является использование пошаговых процедур отбора наиболее информативных переменных. Например, на первом шаге рассматривается лишь одна объясняющая пере​менная, имеющая с зависимой переменной Y наибольший ко​эффициент детерминации. На втором шаге включается в регрес​сию новая объясняющая переменная, которая вместе с первона​чально отобранной образует пару объясняющих переменных, имеющую с Y наиболее высокий (скорректированный) коэффициент детерминации.  На третьем шаге вводится в регрессию еще одна объясняющая переменная, которая вместе с двумя перво​начально отобранными образует тройку объясняющих перемен​ных, имеющую с Y наибольший (скорректированный) коэффи​циент детерминации, и т. д.
Процедура введения новых переменных продолжается до тех пор, пока будет увеличиваться соответствующий (скорректиро​ванный) коэффициент детерминации R2 (более точно —минимальное значение R2min).

Пример 12.1. По данным п = 20 сельскохозяйственных районов области исследуется зависимость переменной Y — урожай​ности зерновых культур (в ц/га) от ряда переменных — факто​ров сельскохозяйственного производства:
X1 — число тракторов (приведенной мощности на 100 га);
Х2 — число зерноуборочных комбайнов на 100 га;
Хз — число орудий поверхностной обработки почвы на 100 га;
Х4 — количество удобрений, расходуемых на 1 га (т/га);
Х5 — количество химических средств защиты растений, рас​ходуемых на 1 га (ц/га).
Исходные данные' приведены в табл. 12.1.
	i
(номер района)
	yi
	хi1
	хi2
	хi3
	хi4
	хi5

	1
2
	9,70 8,40
	1,59
0,34
	0,26
 0,28
	2,05 
0,46
	0,32 
0,59
	0,14
 0,66

	19
20
	13,10 8,70
	0,08 
1,36
	0,25
 0,26
	0,03

0,17
	0,73

0,99
	0,20

0,42


В случае обнаружения мультиколлинеарности принять меры по ее устранению (уменьшению), используя пошаговую процедуру отбора наиболее информативных переменных.
Решение. По формуле (11.5) найдем вектор оценок параметров регрессионной модели b= (3,515; —0,006; 15,542; 60,110; 4,475; -2,932)', так что в соответствии с (11.7) выборочное уравнение множественной регрессии имеет вид:
у^ = 3,515-0,006X1+15,542X2+0,110X3+4,475X4-2,932X5.
                             (5,41)            (0,60)           (21,59)               (0,85)           (1,54)               (3,09) 

В скобках указаны средние квадратические отклонения (стандартные ошибки) sbj. коэффициентов регрессии bj, вычисленные по формуле (11.7). Сравнивая значения t-статистики (по абсолютной величине)   каждого   коэффициента   регрессии    (j    по   формуле

tbj=bj/sbj, tb0 =0,65, tb1 =-0,01, tb2 =0,72, tb3 =0,13, tb4 =2,91, tb5 =-0,95

с критическим значением tкр(0,95;14)= 2,14, определенным по табл. 2 приложений на уровне значимости (=0,05 при числе степеней свободы k = п— р — 1 = 20 — 5 — 1 = 14, мы видим, что значимым оказался только коэффициент регрессии b4, при переменной Х4, — количество удобрений, расходуемых на гектар земли.
Вычисленный множественный коэффициент детерминации урожайности зерновых культур Y по совокупности пяти факторов (X1—X5) сельскохозяйственного производства оказался равным R2=0,517, т. е. 51,7% вариации зависимой переменной объясняется включенными в модель пятью объясняющими переменными. Так как вычисленное фактическое значение F=3,00 больше табличного F(0,05;5;14) = 2,96, то уравнение регрессии значимо по F'-критерию на уровне (=0,05.

По формуле ( 8.3) была рассчитана матрица парных коэффициентов корреляции:
	Переменные
	Y
	X1
	X2
	X3
	Х4
	Х5

	Y
	1,00
	0,43
	0,37
	0,40
	0.58*
	0,33

	X1,
	0,43
	1,00
	0,85*
	0,98*
	0,11
	0,34

	X2
	0,37
	0,85*
	1,00
	0,88*
	0,03
	0,46*

	Х3
	0,40
	0,98*
	0,88*
	1,00
	0,03
	0,28

	Ха
	0,58*
	0,11
	0,03
	0,03
	1,00
	0,57*

	Х5
	0,33
	0,34
	0,46*
	0,28
	0,57*
	1,00


Знаком* отмечены коэффициенты корреляции, значимые по t-критерию (8.9) на 5%-ном уровне.
Анализируя матрицу парных коэффициентов корреляции, можно отметить тесную корреляционную связь между переменными Х1 и Х2 (r12= 0,85), Х1 и Х3 (r13 = 0,98), Х2 и Х3 (r23 = 0,88), что, очевидно, свидетельствует о мультиколлинеарности объясняющих переменных.
Для устранения мультиколлинеарности применим процедуру пошагового отбора наиболее информативных переменных.
1-й шаг. Из объясняющих переменных Х1-Х5 выделяется переменная Х4, имеющая с зависимой переменной Y наибольший коэффициент детерминации  R2yj(равный для парной модели квадрату коэффициента корреляции r2yj). Очевидно, это переменная Х4, так как коэффициент детерминации R2y4 =r2y4 =0,582 = 0336 — максимальный. С учетом поправки на несмещенность по формуле  

(R^)2=1-(n-1)(1-R2)/(n-p-1)                 



(12. 1)

скорректированный коэффициент детерминации

R2y4 =1-19(1-0,336)/18=0,299.
2-й шаг. Среди всевозможных пар объясняющих переменных Х4, Xj, j=1,2,3,5, выбирается пара (Х4, Х3), имеющая с зависимой переменной Y наиболее высокий коэффициент детерминации

R2y4j =R2y43 =0,483, с учетом поправки

R2y43 =1-19(1-0,483)/17=0,422.

3-й шаг. Среди всевозможных троек объясняющих переменных (X4, Х3, Xj), j = 1,2,5, наиболее информативной оказалась тройка (Х4, Х3, Х5), имеющая максимальный коэффициент детерминации R2y43j =R2y435 =0,513 и соответственно скорректиро​ванный коэффициент R2y435 = 0,422.
Так как скорректированный коэффициент детерминации на 3-м шаге не увеличился, то в регрессионной модели достаточно ограничиться лишь двумя отобранными ранее объясняющими переменными Х4 и Х3.
Рассчитанное по формулам (11.5) уравнение регрессии по этим переменным примет вид:
у = 7,29+3,48*3+3,48*4.
(0,66) (0,13)  (1,07)
Нетрудно убедиться в том, что теперь все коэффициенты регрессии значимы, так как каждое из значений t-статистики

tb0=7,29/0,66=11,0, t b1=3,48/0,13=26,8, t b2=3,48/1,07=3,25

больше соответствующего табличного значения t(0,95,17)=2,11.

Замечание. Так как значения коэффициентов корреляции весьма высокие (больше 0,8): r12=0,85, r13=0,98, r2з=0,88, то, очевидно, из соответствующих трех переменных Х1, Х2, Xз две переменные можно было сразу исключить из регрессии и без проведения пошагового отбора, но какие именно переменные исключить — следовало решать, исходя из качественных соображений, основанных на знании предметной области (в данном случае влияния на урожайность факторов сельскохозяйственного производства).

Кроме рассмотренной выше пошаговой процедуры присоединения объясняющих переменных используются также пошаговые процедуры присоединения—удаления и процедура удаления объясняющих переменных.
 Следует отметить, что какая бы пошаговая процедура ни использовалась, она не гарантирует определения оптимального (в смысле получения максимального коэффициента детерминации R2) набора объясняющих переменных. Однако в большинстве случаев получаемые с помощью пошаговых процедур наборы переменных оказываются оптимальными или близкими к оптимальным.
12.3 Спецификация и классификация переменных в уравнениях регрессии
Построение экономической модели включает выбор объясняющих переменных. Свойства оценок коэффициентов регрессии в значительной мере зависят от правильной спецификации модели. Рассмотрим два случая:
· отсутствие в модели переменной, которая должна быть включена;
· наличие в модели переменной, которая не должна быть включена.
1. Влияние отсутствия в модели переменной, которая должна быть включена. Предположим, что переменная у зависит от двух переменных х1  и х2 в соответствии с соотношением у = ( + (1x|1 + (2х2 + (
Однако считается, что модель выглядит как у = ( + (1x|1 + ( и оценивается регрессия у^=a+b1x1
В этом случае оценка b1 и ее дисперсия являются смещенными. Смещенность оценки b1 связана с тем, что если не учесть х2 в регрессии, то переменная х1, будет играть двойную роль: отражать свое прямое влияние и заменять переменную х2 в описании ее влияния.
Коэффициент R2 для данной регрессии отражает общую объясняющую способность переменной х1, в обеих ролях и является завышенной оценкой.
2. Влияние включения в модель переменной, которая не должна быть включена. Допустим, что истинная модель представляется в виде у = ( + (1x|1  + (. Однако считается, что ею является у = ( + (1x|1 + (2х2 + ( и оценивается регрессия у^ = а + bух1 + b2х2.
Оценки коэффициентов регрессии и их дисперсии в этом случае являются несмещенными, но неэффективными. Практически обнаруживается, что коэффициент b2 статистически незначим, и переменная х2 исключается из модели.
Замещающие переменные
Предположим, что истинной моделью является

у = ( + (1x|1 + (2х2 + …+ (kхk +(
и допустим, что не имеется данных по существенной переменной x1.
Если не включить в модель эту переменную, то регрессия может пострадать от смещения оценок и статистическая проверка будет некорректной.
Если вместо отсутствующей переменной x1 использовать ее заменитель z, линейно связанный с x1, и построить регрессию
у^ = а + b2х2+…+ bkхk+cz,
то оценки b2 ..., bk их стандартные ошибки и коэффициент R2 будут такими же, как и с использованием x1. Единственным недостатком является то, что отсутствует оценка коэффициента при самой ве​личине х1 а величина а не является оценкой (.
В качестве замещающей переменной, например, для показателя технического прогресса может использоваться время.
Фиктивные переменные
При исследовании влияния качественных признаков в модель можно вводить фиктивные переменные, принимающие, как правило, два значения: единица, если данный признак присутствует в наблюдении, и ноль при его отсутствии.

Если включаемый в рассмотрение качественный признак имеет не два, а несколько значений, то используют несколько фиктивных переменных, число которых должно быть на единицу меньше числа значений признака.

При назначении фиктивных переменных исследуемая совокупность по числу значений качественного признака разбивается на группы. Одну из групп выбирают как эталонную (группа 0) и определяют фиктивные переменные для остальных.

Например, если качественный признак имеет три значения, то две фиктивные переменные определяются следующим образом:

группа 0:
z1=z21 = 0,

группа 1:
z1= 1,  z2 =0,

группа2:
z1= 0,  z2 =1

Введение в регрессию фиктивных переменных существенно улучшает качество ее оценивания.

Лаговые переменные

При использовании данных временного ряда на текущие значения зависимой переменной могут влиять не только текущие значения объясняющих переменных, но также их значения с некоторым запаздыванием.

В общем, если какая-то переменная появляется в модели с запаздыванием на ( периодов, она записывается с нижним индексом (t — (), например:

уt = ( + (1xt + (2хt-(+ (t

Сдвиг (, характеризующий запаздывание в воздействии фактора на результат, называется лагом. Переменная, влияние которой характеризуется некоторым запаздыванием, называется лаговой.

12.4 Стохастические объясняющие переменные и ошибки измерения

Обычно в предпосылках регрессионного анализа считается, что объясняющие переменные являются неслучайными. Пусть некоторые объясняющие переменные являются стохастическими (случайными).

Рассмотрим три случая.

Объясняющие переменные распределены независимо от случайного члена. В этом случае оценки, полученные обычным МНК, сохраняют все свои свойства: несмещенность, эффективность и состоятельность.

Объясняющие переменные и случайный член являются зависимыми, но одномоментно некоррелированы. Например, имеется модель с лаговой зависимой переменной в качестве одной из объясняющих переменных:

уt = ( + (1xt + (2yt-1+ (t
В этом случае yt-1 находится непосредственно под воздействием (t-1, и косвенно под воздействием всех предшествующих значений случайного члена.

Следовательно, объясняющая переменная yt и случайный член (t, зависимы, и МНК не дает несмещенных оценок.

Тем не менее, если yt-1 и (t, некоррелированы, МНК-оценки будут состоятельными, хотя и смещенными.

Объясняющие переменные одномоментно коррелированы со случайным членом. В этом случае оценки, полученные обычным МНК, являются смещенными и несостоятельными.

Рассмотрим влияние ошибок измерения.

1. Ошибки в измерениях зависимой переменной. Предположим, что истинной является модель у = ( + (x| +(, но измеряемое значение зависимой переменной есть у* = у + v, где v — ошибки, имеющие нулевое математическое ожидание и не зависящие от ( и х. Следовательно, зависимость между наблюдаемым значением зависимой переменной и х представляется выражением у* = ( + (x| +((+ v).

Оценки параметров ((, () будут несмещенными и состоятельными, так как М(( + v) = 0 и pop.cov (х, (( + v)) = 0.

Наличие же ошибки v приводит лишь к увеличению дисперсии регрессии: D(( + v) = (2(+ (2v.
2. Ошибки в измерениях объясняющих переменных. Пусть истинной моделью является у = ( + (x| +(, но измеряемое значение объясняющей переменной есть х*=- х + v, где v — ошибки, имеющие нулевое математическое ожидание и не зависящие от ( и х. Реально будет осуществляться регрессия: у = ( + (x* +(*, где (* = ( - (v, в которой объясняющая переменная х* и ошибка (* уже являются коррелированными, так как обе зависят от v. Это означает, что МНК-оценки будут смещенными и несостоятельными.

Таким образом, при наличии ошибок в измерениях зависимо переменной МНК-оценки остаются несмещенными и состоятельными, а наличие ошибок в измерениях независимых переменных приводит к возникновению корреляции между объясняющими переменными и ошибками и как следствие — к смещенности и несостоятельности МНК-оценки.
13. Метод инструментальных переменных
При наличии корреляции между объясняющими переменными и случайным членом МНК-оценки являются смещенными и несостоятельными. Для получения состоятельных оценок можно воспользоваться методом инструментальных переменных (ИП).

Суть метода ИП заключается в замене непригодной объясняюще переменной такой переменной, которая некоррелирована со случайны, членом и коррелирована с исходной переменной.
Пусть в модели у = ( + (x + ( переменная х коррелирована о случайным членом. Предположим, что можно найти другую пере менную z, которая коррелирована с х, но некоррелирована с (.
Основанная на использовании ИП оценка параметра р, опреде ляемая как

bип=cov(z,y)/cov(z,x)






(13.1)
является состоятельной.
Действительно, из соотношений

cov(z,y)=cov (z, ( + (x + ()=(cov(z,x)+cov(z,()
следует, что

bип=(+cov(z,()/cov(z,x)





(13.2)
т.е. оценка методом ИП равна истинному значению ( плюс ошибка равная cov(z, () / cov(z, x).
В больших выборках ошибка исчезает при условии, что переменная z действительно распределена независимо от ( и cov(z, x)(0. 

Следовательно, на больших выборках bип будет стремиться к истин ному значению (.
Таким образом, оценка bИП является состоятельной, но в общем случае смещенной и неэффективной

14 Временные ряды

14.1 Понятие о временных рядах
Временной ряд — это совокупность значений какого-либо показателя за несколько последовательных моментов времени.
Каждый уровень y(t) временного ряда формируется под совместным влиянием длительных, кратковременных и случайных факторов.
Длительные, постоянно действующие факторы оказывают на изучаемое явление определяющее влияние и формируют основную тенденцию ряда — тренд T(t). Кратковременные, периодические факто​ры формируют сезонные колебания ряда S(t). Случайные факторы отражаются случайными изменениями уровней ряда ((t).
Модель, в которой временной ряд представлен как сумма перечисленных компонент, т.е. y(t) = T(t) + S(t) + ((t), называется аддитивной.
Модель, в которой временной ряд представлен как произведение перечисленных компонент, т.е. y(t) = T(t) S(t) ((t), называется муль​типликативной.
Выбор одной из двух моделей осуществляется на основе анализа структуры сезонных колебаний.
Если амплитуда сезонных колебаний приближенно постоянная, используют аддитивную модель. Если амплитуда возрастает или уменьшается, используют мультипликативную модель.
Основная задача эконометрического исследования временного ряда — выявить каждую из перечисленных компонент ряда. При этом вычисляют коэффициент сезонности, который характеризует степень отклонения сезонного временного ряда от тренда по формуле

I=y(t)/yср,








(14.1)

где yср – среднее значение тренда.
14.2 Применение фиктивных переменных при моделировании временных рядов
Рассмотрим пример построения аддитивной модели временного ряда с использованием фактора времени и фиктивных переменных.
Пример 14.1. Имеются данные (усл. ед.) об объеме потребления электроэнергии у в некотором районе за четыре года (поквартально):

	      Год

Квартал
	1
	2
	3
	4

	I
	6,0
	7,2
	8,0
	9,0

	II
	4,4
	4,8
	5,6
	6,6

	III
	5,0
	6,0
	6,4
	7,0

	IV
	9,0
	10,0
	11,0
	10,8


Произвольно возьмем I квартал каждого года в качестве эталонного и будем использовать фиктивные переменные для оценки разности между ним и другими кварталами. Запишем модель как

y=(+(t+(1z1+(2z2+(
где z1, z2 — фиктивные переменные, определяемые следующим образом:
z1=1, (II квартал),
z2= 1,(III квартал),
z3= 1,(IV квартал),

0 (остальные),
       0 (остальные),
       0 (остальные).

Коэффициенты (1 (2, (3 дают численную величину эффекта, вызываемого сменой года.
Исходные данные (усл. ед.) для расчета параметров уравнения с фиктивными переменными представлены в таблице:

	У
	t
	Z1
	Z2
	Z3
	У
	t
	Z1
	Z2
	Z3

	6,0
	1
	0
	0
	0
	8,0
	9
	0
	0
	0

	4,4
	2
	1
	0
	0
	5,6
	10
	1
	0
	0

	5,0
	3
	0
	1
	0
	6,4
	11
	0
	1
	0

	9,0
	4
	0
	0
	1
	11,01,0
	12
	0
	0
	1

	7,2
	5
	0
	0
	0
	9,0
	13
	0
	0
	0

	4,8
	6
	1
	0
	0
	6,6
	14
	1
	0
	0

	6,0
	7
	0
	1
	0
	7,0
	15
	0
	1
	0

	10,0
	8
	0
	0
	1
	10,8
	16
	0
	0
	1


Используя компьютерную программу «Регрессия», получим сле​дующее оцененное уравнение регрессии:

у = 6,24 + 0,19t - 2,39z1 - 1,82z2 + 2,09z3,   R2 = 0,985.

Отдельные уравнения для каждого квартала таковы: у = 6,24 + 0,19t   (I квартал); у = 3,85 + 0,19t   (И квартал); у = 4,42 + 0,19t   (III квартал);

 у = 8,33 + 0,19t    (IV квартал).

Усредняя эти уравнения, получим линейный тренд

Т = 0,25*(6,24 + 3,85 + 4,42 + 8,33) + 0,19t = 5,71 + 0,19t.

Расстояние между линией регрессии каждого квартала и трендом дает оценку сезонной компоненты в данном квартале:

S1    =6,24 -5,71 = 0,53

(I квартал);

S2
= 3,85 -5,71 = -1,86
(II квартал);

S3
= 4,42 -5,71 = -1,29
(III квартал);

S4
= 8,33 -5,71 =2,62

(IV квартал),

причем сумма сезонных отклонений должна равняться нулю, т.е.

S1+ S2+ S3+ S4  = 0

14.3 Автокорреляция уровней временного ряда

Корреляционная зависимость между последовательными уровня​ми временного ряда называется автокорреляцией уровней ряда.
Коэффициент автокорреляции порядка ( определяется как коэф​фициент корреляции между рядами уt, и уt-(:
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(14.2)

Число периодов (, по которым рассчитывается коэффициент ав​токорреляции, называется лагом.
С увеличением лага число пар значений, по которым рассчиты​вается коэффициент автокорреляции, уменьшается.
Пример 14.2. Используя компьютерную программу «Корреляция», определим коэффициенты автокорреляции до четвертого порядка по данным примера 3.3 об объеме потребления электроэнергии.
В результате получим следующие коэффициенты автокорре​ляции:
r1 =0,165,    r 2= -0,566,    r3 = 0,113,    r4 = 0,983.
Последовательность коэффициентов автокорреляции первого, второго и более высоких порядков называется автокорреляционной функцией временного ряда. Автокорреляционную функцию обычно используют для выявления во временном ряде наличия или отсут​ствия трендовой и сезонной компонент.
Если наиболее высоким оказался коэффициент автокорреляции. первого порядка, то исследуемый ряд содержит только тенденцию.

Если наиболее высоким оказался коэффициент автокорреляции по​рядка (> 1 , то ряд содержит также сезонные колебания с периодом (. Анализ значений автокорреляционной функции рассматриваемо​го примера позволяет сделать вывод о наличии во временном ряде линейной тенденции и сезонных колебаний с периодичностью че​тыре квартала.
15. Производственная функция Кобба - Дугласа
Макроэкономическая производственная функция — это статистически значимая связь между объемом выпуска Y, капитальными затратами К и затратами труда L.  ,
Для моделирования и решения задач как на макро-, так и на мик​роэкономическом уровне часто используют производственную функ​цию Кобба — Дугласа (КД):
Y=AKaL((,






(15.1)
где А,(,( — параметры функции, причем А > О, 0<(<1, 0<(<1.
Свойства производственной функции Кобба — Дугласа:
1. эластичность выпуска продукции. Эластичность выпуска про​дукции по капиталу и труду равна соответственно ( и (:

(dY/Y)/(dK/K)=(, (dY/Y)/(dL/L)=(


(15.2)

Это означает, что увеличение затрат капитала на 1 % приведет к росту выпуска продукции на (%, а увеличение затрат труда на 1% приведет к росту выпуска на (%;
2. эффект от масштаба производства. При росте затрат каждого из факторов К, Lв ( раз выпуск возрастает в (а+( раз. Это означает
следующее:
· если ( + ( > 1, то функция КД имеет возрастающую отдачу от масштаба производства;
· если ( + (< 1, то функция КД имеет убывающую  отдачу от масштаба производства;
· если ( + ( = 1, то функция КД имеет постоянную отдачу от масштаба производства;
3. прогнозируемые доли производственных факторов. В рыночной экономике оценки ( и ( интерпретируются как прогнозируемые доли дохода, полученные соответственно за счет капитала и труда

Для оценки параметров производственной функции КД с помощью модели множественной линейной регрессии необходимо прологарифмировать уравнение (15.1):
При этом обычно предполагается, что ошибки ln( обладают свойствами, необходимыми для оценивания линейной регрессионной модели.
По рядам данных Y, К, L рассчитываются ряды их логарифмов, и для них оценивается уравнение регрессии.
Пример 15.1. Известны данные (усл. ед.) об объеме производст​ва У, капитальных затратах К и затратах труда L некоторой страны за 12 лет:

	Т
	Y
	К
	L
	Т
	Y
	К
	L

	1
	100
	100
	100
	7
	153
	216
	145

	2
	112
	114
	по
	8
	184
	236
	154

	3
	124
	131
	123
	9
	189
	266
	154

	4
	143
	149
	125
	10
	227
	335
	196

	5
	151
	176
	138
	11
	218
	397
	193

	6
	155'
	198
	140
	12
	179
	417
	147


Используя компьютерную программу «Регрессия», получим следующее оцененное уравнение регрессии:
1пY^ = -0,302 + 0,15lnK+0,92lnL
т.е. оценки ( = 0,15, ( = 0,92. Это означает, что увеличение затрат капитала на 1 % приведет к росту выпуска продукции на 0,15 %, а увеличение затрат труда на 1% — к росту выпуска на 0,92%.
При построении производственной функции КД с использованием данных временного ряда следует иметь в виду, что на выпуск продукции оказывает также влияние технический прогресс.
Влияние технического прогресса можно учесть, включив экспоненциальный временной тренд, т.е. записав функцию КД, например, в виде Y= AKaL( e r'(, где t — время, а rt — темп прироста выпуска благодаря техническому прогрессу.

Оценив это соотношение по данным рассматриваемого примера получим InY^=2.7- 0,61InK+1,01lnL+0,095t, 

где оценки (=-0,61, r=0,095 неправдоподобны и статистически незначимы Это связано с мультиколлинеарностью, так как коэффициент корреляции между lnК и t составляет 0,997

16. Гетероскедастичность и автокоррелированность случайного члена
16.1. Обнаружение гетероскедастичности
Одной из предпосылок регрессионного анализа является предположение о постоянстве дисперсии случайного члена для всех наблюдений (гомоскедастичность). Это значит, что для каждого значения объясняющей переменной случайные члены имеют одинаковые дисперсии. 

Если это условие не соблюдается, то имеет место гетероскедастичность.
Предложено большое количество тестов для обнаружения гете-роскедастичности, в которых делаются различные предположения о зависимости между дисперсией случайного члена и величиной объясняющей переменной (или объясняющих переменных), например тест ранговой корреляции Спирмена, тест Голдфелда — Квандта и тест Глейзера.
16.2 Тест ранговой корреляции Спирмена

Выдвигается нулевая гипотеза об отсутствии гетероскедастичности случайного члена. При выполнении теста ранговой корреляции Спирмена предполагается, что дисперсия случайного члена будет либо увеличиваться, либо уменьшаться по мере увеличения х, и поэтому в регрессии, оцениваемой с помощью МНК, абсолютные величины остатков |е| и значения х будут коррелированы.
Данные по х и остатки |е| ранжируются по переменной х, и опре​деляются их ранги.
Ранг — это порядковый номер значений переменной в ранжированном ряду.
Коэффициент ранговой корреляции Спирмена определяется по формуле
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(16.1)

где Di – разность между рангами x и |е|.
Если предположить, что коэффициент корреляции для генеральной совокупности равен нулю, то коэффициент ранговой корреляции имеет нормальное распределение с нулевым математическим ожиданием и дисперсией 1/(n- 1) в больших выборках. Соответствующая тестовая статистика r(n-1)1/2 сравнивается с критическим значением tкр при заданном уровне значимости (tкр = 1,96 при ( = 5%, tкр = 2,58 при (= 1%).
Если r(n-1)1/2 > tкр, то нулевая гипотеза об отсутствии гетероске-дастичности будет отклонена.
Если в модели регрессии имеется более одной объясняющей пе​ременной, то проверка гипотезы может выполняться с использова​нием любой из них.
Пример 16.1. Оценим регрессионную зависимость выпуска продукции обрабатывающей промышленности на душу населения у от валового внутреннего продукта на душу населения х в том же году для 17 стран. Исходные данные (усл. ед.):

	n
	y
	X
	n
	y
	X

	1
	18
	3
	10
	100
	24

	2
	27
	6
	11
	63
	25

	3
	18
	7
	12
	130
	26

	4
	45
	9
	13
	135
	27

	5
	55
	13
	14
	60
	28

	6
	68
	15
	15
	70
	35

	7
	51
	18
	16
	80
	37

	8
	84
	21
	17
	180
	44

	9
	85
	22
	
	
	


Пусть модель описывается выражением у = ( + (х + (. По исходным данным с помощью МНК получена следующая регрессионная зависимость:
y^=12,84+22,92x, R2=0,608
          (14,5)          (0,6)

(в скобках указаны стандартные ошибки
Отклонения от линии регрессии (остатки е) и данные по х в порядке возрастания приведены в следующей таблице:
	X
	Ранг
	|еi|

	Ранг
	Di
	Di2
	X
	Ранг
	|еi|

	Ранг
	Di
	Di2

	3
	1
	3,6
	2
	-1
	1
	24
	10
	17,1
	10
	0
	0

	6
	2
	3,3
	1
	1
	1
	25
	11
	22,8
	11
	0
	0

	7
	3
	15,2
	9
	-6
	36
	26
	12
	41,2
	15
	-3
	9

	9
	4
	5,9
	4
	0
	0
	27
	13
	43,3
	16
	-3
	9

	13
	5
	4,2
	3
	2
	4
	28
	14
	34,5
	12
	2
	4

	15
	6
	11,4
	7
	-1
	1
	35
	15
	45,0
	17
	-2
	4

	18
	7
	14,4
	8
	-1
	1
	37
	16
	40,8
	14
	2
	4

	21
	8
	9,8
	6
	2
	4
	44
	17
	38,7
	13
	4
	16

	22
	9
	7,9
	5
	4
	16
	Итого
	110


На основе этих данных вычислен коэффициент ранговой корреляции
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=1- 6*110/17*288=0,866.
Тестовая статистика составляет r(n-1)1/2 = 0,866*(17-1)1/2 =3,5. Это выше, чем tKp, и, следовательно, нулевая гипотеза об отсутствии гетероскедастичности отклоняется.
16.2 Метод Голдфельда - Квандта
При проведении проверки по этому тесту предполагается, что стандартное отклонение ( случайного члена пропорционально значению независимой переменной х.
Тест включает следующие шаги:
1. Все п наблюдений в выборке упорядочиваются по возрастанию переменной х.
2. Оцениваются отдельные регрессии для первых п0 и для последних п0 наблюдений. Средние (п - 2п0) наблюдений отбрасываются.
3. Составляется статистика: F = RSS2 /RSS1, где RSS1, RSS2 — суммы квадратов остатков для первых и последних п0 наблюдений соответственно. Если верна гипотеза Но об отсутствии гетероскедастичности, то  F имеет распределение Фишера с (1 = п0 –k- 1, (2=п0 - k — 1 степенями свободы, где k — число объясняющих переменных.

По таблице определяется критическое значение критерия FKp. Если F > FKp, то нулевая гипотеза об отсутствии гетероскедастич-ности отклоняется.

Замечание. Тест Голдфелда — Квандта можно также использовать для проверки на гетероскедастичность при предположении, что (i,- обратно пропорционально хi,. В этом случае тестовой статистикой является величина F = RSS] /RSS2.
Пример 16.2. На основе данных примера 4.1 с помощью обычного МНК оценим регрессии для шести стран с наименьшими значениями показателя х и для шести стран с наибольшими значениями этого показателя.
Суммы квадратов отклонений составляют RSS1 = 229, RSS2 = 9804, при этом F= 9804/229 = 42,8. Критическое значение FKp = 6,39 при 5%-ном уровне значимости. Поскольку F= 42,8 > FKp = 6,39 , то нулевая гипотеза об отсутствии гетероскедастичности отклоняется.
16.3 Тест Глейзера

Тест Глейзера основывается на более общих представлениях о зависимости стандартной ошибки случайного члена от значений объясняющей переменной. Например, зависимость может быть представлена в виде
(i=(+(хi(.


(16.2)
Исходя из абсолютных значений остатков (еi(, оценивается данная регрессионная зависимость при различных значениях ( и выбирается наилучшая из них.
Таким образом, гетероскедастичность аппроксимируется уравнением
si = а + bxi(,






(16.3)
где si -, — оценка (i
Нулевая гипотеза об отсутствии гетероскедастичности отклоня​ется, если оценка b значимо отличается от нуля.
Пример 16.3. На основе данных (еi( и х примера 16.1 с использованием различных значений убыли оценены уравнения (16.2). Наилучший результат (по R2) соответствует значению ( = 1, при этом оценкой а является величина

s= -3,14 + 1,147 х,               R2 =0,697
    (4,7)        (0,19)
(в скобках указаны стандартные ошибки
Коэффициент b = 1,147 значимо отличается от нуля, следователь но, имеет место гетероскедастичность.
17. Метод взвешенных наименьших квадратов
Если наблюдается гетероскедастичность,то МНК-оценки будут неэффективными. При наличии гетероскедастичности используют обобщенный (взвешенный) МНК.
Суть метода заключается в уменьшении вклада данных наблюдений, имеющих большую дисперсию в результате расчета.
Пусть в исходной модели регрессии

yi=(+(хi+(i , (i=1, 2,…n).




(17.1)
случайные члены гетероскедастичны, т.е. М((i) = 0, D((i) = (i2
Допустим, что дисперсии (i2 в каждом наблюдении известны. Разделив каждое наблюдение на соответствующее ему значение (i, получим преобразованную модель
yi/(i =(/(i +(хi/(i +( i/(I




(17.2)

для которой выполнены условия гоморкедастичности, так как

M(( i/(i)=0, D(( i/(i)=D((i)/ (i2=1



(17.3)

Оценка параметров преобразованного уравнения обычным МНК приводит к оценке параметров исходного уравнения взвешенным МНК. Для каждого из этих методов необходимо минимизировать сумму квадратов отклонений вида
Q = ((yi/(i - a/(i - bхi/(i )2.




(17.4)
При минимизации этой суммы квадратов отдельные ее слагаемые взвешиваются: наблюдениям с большей дисперсией придается мень​ший вес 1/(i2.Оценки МНК коэффициентов преобразованной модели дают непосредственно оценки исходной модели

На практике дисперсии (i2 неизвестны, поэтому их заменяют оценками si,2, т.е. оценивается обычным МНК преобразованная модель 

y/s=(/s+(х/s+(/s





(17.5)
 в которой отсутствует постоянный член.
Для экономических данных (i,- часто пропорциональны значениям объясняющей переменной х. При этом оценивается обычным МНК преобразованная модель
y/x=(/x+(+(/x
Коэффициент при 1/х будет эффективной оценкой (, а постоянный член — эффективной оценкой (.
Замечание. Коэффициент детерминации не может служить удовлетворительной мерой качества подгонки при использовании взвешенного МНК.
При применении взвешенного МНК оценки параметров будут несмещенными, кроме того, они имеют меньшую дисперсию, чем невзвешенные оценки.
Упражнение 17.1. По данным примера 16.1 получите регрессионные зависимости в двух вариантах: а) с делением на s, где s определяется выражением (16.3); б) с делением на х.
Полученные зависимости:
a) y^/s=8,64/s+3,11x/s,  R2=0,92

                       (1,12)       (0,34)

б) y^/x=7,78/x+3,19,     R2=0,25

                       (3,47)       (0,37)

сравните с соответствующими оценками примера 16.1 при использовании обычного МНК.
18. Обнаружение автокорреляции

18.1 Обнаружение автокорреляции первого порядка

Одной из предпосылок регрессионного анализа является независимость случайного члена в любом наблюдении от его значений во всех других наблюдениях, т.е. M((i(j)=0 (i(j)

Если данное условие не выполняется, то говорят, что случайный член подвержен автокорреляции. В этом случае коэффициенты ре​грессии, получаемые по МНК, оказываются неэффективными, хотя и несмещенными, а их стандартные ошибки рассчитываются некорректно (занижаются).
Автокорреляция обычно встречается в регрессионном анализе при использовании данных временного ряда.
Необходимым условием независимости случайных членов является их некоррелированность для каждых двух соседних значений.
Пусть ( — коэффициент корреляции между двумя соседними случайными членами е,- и ем:
· если ( > 0, то автокорреляция положительная;
· если (< 0,то автокорреляция отрицательная;
· если ( = 0, то автокорреляция   отсутствует и третье условие Гаусса — Маркова удовлетворяется.
Поскольку значения случайных членов (i,-неизвестны, то проверяется статистическая некоррелированность остатков еi, и еi-1,_| с использованием обычного МНК.
Соответствующей оценкой коэффициента корреляции ( является коэффициент автокорреляции остатков первого порядка, который при достаточно большом числе наблюдений имеет вид
r(( еi * еi-1/( еi2





(18.1)
Считается, что 
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Выдвигается нулевая гипотеза об отсутствии корреляции первого порядка, т.е. Hо: (= 0. В качестве альтернативной гипотезы может выступать либо Н1. р > 0, либо H2: р < 0.
Для проверки нулевой гипотезы используют статистику Дарбина — Уотсона, рассчитываемую по формуле
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(18.2)
Если автокорреляция остатков отсутствует (r = 0), то DW= 2.
При положительной автокорреляции(r >0)имеем 0<=DW<2, а при отрицательной (r<0) — соответственно, 2<DW<=4.
--По таблице определяются критические значения критерия Дарбина — Уотсона d1 и d2 для заданного числа наблюдений, числа объясняющих переменных и уровня значимости. По этим значениям отрезок [0; 4] разбивается на пять зон (рис. 18.1). В зависимости от того, в какую зону попадает расчетное значение критерия, принимают или отвергают соответствующую гипотезу.
	H1: ( >0
	Зона неопределенности
	H0: ( =0
	Зона неопределенности
	H2: ( <0


        0                       d1                        d2                             4-d2                4-d1    

Рис.18.1

Наличие зоны неопределенности связано с тем, что распределение DW-статистики зависит не только от числа наблюдений и числа объясняющих переменных, но и от значений объясняющих переменных.
Пример 4.4. Пусть оценена парная регрессия по п = 15 наблюдениям и DW= 0,9. Зададим уровень значимости 5% и найдем по таблице d1 = 1,08 и d2= 1,36. Поскольку 0 < DW< d1, то нулевая гипотеза отклоняется и принимается гипотеза Н1 о положительной автокорреляции остатков.
Замечание. Тест Дарбина — Уотсона разработан в предположении, что объясняющие переменные некоррелированы со случайным членом.
18.2 Обнаружение автокорреляции в модели  с лаговой зависимой переменной
Статистика Дарбина — Уотсона неприменима, когда уравнение регрессии включает лаговую зависимую переменную, например уt-1. В таком случае можно использовать h-статистику Дарбина, которая также вычисляется на основе остатков:
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(18.3)

где DW — значение статистики Дарбина — Уотсона, п — число наблюдений в выборке, var(b) — оцененная дисперсия коэффициента при лаговой зависимой переменной.
Значение h можно вычислить на основе обычных результатов оценивания регрессии. Этот тест предназначен только для проверки на наличие автокорреляции первого порядка

При больших выборках h распределена как N(0; 1) по нулевой гипотезе об отсутствии автокорреляции. Следовательно, при применении двустороннего критерия и большой выборке гипотеза об отсутствии автокорреляции может быть отклонена:
· если |h| > 1,96 при уровне значимости 5%;
· если |h| > 2,58 при уровне значимости 1 %.
Тест Дарбина неприменим, если n*var(b) >= 1.
19. Авторегрессионное преобразование
Причиной автокорреляции остатков может быть либо неверная спецификация модели, либо наличие неучтенных факторов. Устранение этих причин не всегда дает нужные результаты. Автокорреляция остатков имеет собственные внутренние причины, связанные с автокорреляционной зависимостью.
Пусть исходное уравнение регрессии

yt=( + (xt +(t
содержит автокорреляцию случайных членов.
Допустим, что автокорреляция подчиняется автокорреляционной схеме первого порядка:
(t = ((t-1 + ut






(19.1)
где ( — коэффициент автокорреляции, а ut, — случайный член, удовлетворяющий предпосылкам МНК.
Данная схема оказывается авторегрессионной, поскольку ( определяется значениями этой же величины с запаздыванием, и схемой первого порядка, потому что в этом случае запаздывание равно единице.
Величина ( есть коэффициент корреляции между двумя соседними ошибками.
Пусть р известно. Преобразуем исходное уравнение регрессии следующим образом

yt-yt-1=(1-()( + ((xt - (xt-1)+ ((t - (t-1)




(19.2)

Обозначим 

y't=yt - (yt-1








(19.3)
x' t =x t - (x t-1







(19.4)
Это преобразование переменных называется авторегрессионным (AR), или преобразованием Бокса — Дженкинса

Тогда преобразованное уравнение

y't=(' + (x't +ut






(19.5)

где t > 2, ('= (1 - р)(, не содержит автокорреляцию, и для оценки его параметров ((',() используется обычный МНК.
Оценка коэффициента ( из этой зависимости непосредственно используется и для исходного уравнения, а коэффициент рассчитывается по формуле ( = ('/(1 - р).
На практике величина ( неизвестна, ее оценка получается одновременно с оценками ((, () в результате следующих итеративных процедур.
Процедура Кохрейна — Оркатта. Процедура включает следующие этапы:
1) применяя МНК к исходному уравнению регрессии, получают первоначальные оценки параметров (, (;
2) вычисляют остатки е и в качестве оценки р используют коэффициент автокорреляции остатков первого порядка, т.е. полагают
(=r1;
3) применяя МНК к преобразованному уравнению, получают новые оценки параметров (, (.
Процесс обычно заканчивается, когда очередное приближение ( мало отличается от предыдущего. Процедура Кохрейна — Оркатта реализована в большинстве эконометрических компьютерных программ.
Процедура Хильдрата — Лу. Эта процедура, также широко применяемая в регрессионных пакетах, основана на тех же самых принципах, но использует другой алгоритм вычислений:
1) преобразованное уравнение оценивают для каждого значения риз интервала (—1, 1) с заданным шагом внутри его;
2) выбирают то значение р, для которого сумма квадратов остатковв преобразованном уравнении минимальна, а коэффициенты регрессии определяют при оценивании преобразованного уравнения с использованием этого значения.
Пример 19.1. Пусть изучается зависимость среднедушевых расходов на конечное потребление у от среднедушевого дохода х по данным некоторой страны за 16 лет.
Исходные {уt„ х t) и расчетные (еt, у't„ х't) данные (усл. ед.) представлены в следующей таблице

	t
	У t
	X t
	еt
	У't
	X't

	1
	70
	73
	0,18
	—
	-

	2
	73
	76
	0,76
	37,51
	38,99

	3
	78
	83
	0,12
	40,99
	44,47

	4
	83
	89
	0,28
	43,45
	46,92

	5
	86
	95
	-1,55
	43,92
	49,88

	6
	89
	100
	-2,58
	45,40
	51,83

	7
	96
	107
	-1,22
	50,88
	56,30

	8
	96
	108
	-2,03
	47,33
	53,75

	9
	103
	113
	0,94
	54,33
	58,24

	10
	109
	119
	2,10
	56,78
	61,71

	11
	112
	121
	3,49
	56,74
	60,66

	12
	114
	122
	4,69
	57,22
	60,65

	13
	115
	131
	-1,56
	57,20
	69,14

	14
	118
	135
	-1,79
	59,70
	68,58

	15
	122
	139
	-1,01
	62,17
	70,55

	16
	123
	140
	-0,82
	61,15
	69,53


Пусть исходная модель имеет вид уt = ( + (хt + еt.

По исходным данным с использованием МНК получено следующее оцененное уравнение регрессии:
у^t = 11,0+ 0,80хt  R2 =0,986
              (2,8)    (0,025)
(в скобках указаны стандартные ошибки).
Коэффициент автокорреляции   остатков    первого  порядка составляет r =0,507, следовательно, DW=2{1 -r) =0,986. При уровне значимости 5% табличное значение d1 = 1,10 и d2 = 1,37. Поскольку 0 < DW< d1, то имеется положительная автокорреляция остатков.
Применяя МНК к преобразованным данным

y't=y t –0,507y t-1
x' t =x t – 0,507x t-1  , (t.>=2)

получим оценку преобразованного уравнения
(у^ t)'= 6,2 +0,79х' t   R2 =0,95
                   (3,0)    (0,05) 
(в скобках указаны стандартные ошибки)

Коэффициент автокорреляции остатков первого порядка составляет
 r = 0,145, следовательно, DW = 2(1 - r) = 1,71. Поскольку d2 < DW< 4 — d2, то автокорреляция остатков отсутствует.
Пересчитывая оценку ( = 6,2/(1 - 0,509) = 12,62, получим сле​дующую оценку исходной модели:

у^ t, =12,62 + 0,79x t,   R2 =0,993.
Это уравнение отличается от полученного ранее уравнения, оцененного обычным МНК

20. Динамические эконометрические модели

20.1 Основные типы эконометрических моделей

Во многих экономических задачах встречаются лагированные (взятые в предыдущий момент времени) переменные. Например, уt — выпуск предприятия за год  t — может зависеть не только от инвестиций It, в этот год, но и от инвестиций в предыдущие годы.
Эконометрическая модель, содержащая в качестве факторов не только текущие переменные, но и лаговые их значения, называется динамической.
Выделим два основных типа динамических эконометрических моделей:
1)  модели с распределенным лагом;
2)  модели авторегрессии.
Моделями с распределенным лагом называются модели, содержащие в качестве факторов лаговые значения факторных переменных, например модель вида
уt = ( + (0xt + (1xt-1+ (t.






(20.1)
Моделями авторегрессии называются модели, содержащие в качестве факторов лаговые значения зависимой переменной, например модель вида

уt = ( + (0xt + (1yt-1+ (t






(20.2)
Обе модели включают в себя лаговые значения переменных, но существенно различаются с точки зрения статистического оценивания параметров.
20.2 Модели с распределенным лагом
Модель с распределенным лагом в предположении, что максимальная величина лага конечна, имеет вид
yt = ( + (охt + (1хt-1 + ... + (рхt-р + (t.




(20.3)
В этой модели влияние х на у сохраняется в течение времени р.
В краткосрочном (текущем) периоде влияние х на у отражается величиной (0, называемой краткосрочным мультипликатором.
В долгосрочном периоде (через р моментов времени) суммарное влияние х на у отражается величиной ( = (0 + (1 + ... + (p, называемой долгосрочным мультипликатором.
В моделях с распределенным лагом объясняющие переменные некоррелированы со случайным членом, поэтому модель можно оценивать с помощью обычного МНК. Однако на практике оценка параметров модели затруднительна из-за высокой мультиколлинеарности факторов.
Для уменьшения числа объясняющих переменных и уменьшения эффекта мультиколлинеарности разработан ряд подходов, например модель геометрических лагов и модель полиномиальных лагов.
20.3 Модель геометрических лагов (модель Койка)
Предположим, что в модели с бесконечным лагом коэффициенты при лаговых значениях объясняющих переменных убывают в геометрической прогрессии. Модель имеет вид
yt = ( + (охt + (0(хt-1| + (0(2хt-2 + (0(3хt-3+ …(t, (( (0; 1).
(20.4)
В этой модели влияние х на у продолжается бесконечно.
В краткосрочном (текущем) периоде влияние х на у отражается коэффициентом (0.
В долгосрочном периоде суммарное влияние х на у равно
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(20.5)

Модель содержит только три параметра ((, (0, () и является нелинейной.
Процедура оценивания нелинейной модели заключается в следующем:
1) перебирается с некоторым шагом значение ( из интервала (0; 1);
2) для каждого ( рассчитывается zt =хt + (хt-1 + (2хt-2 + (3хt-3 + .... + (рхt-р  с таким значением p, при котором дальнейшие лаговые значения х не оказывают существенного воздействия на z;
3) оценивается уравнение регрессии уt = ( + (0 zt + (t;
4) выбирается такое значение ( , которое обеспечивает наибольший  коэффициент детерминации R2 при оценке уравнения. Выбранному ( соответствуют вычисленные значения (, (0 этого уравнения

Использование этого метода при оценке параметров позволяет избежать проблему мультиколлинеарности объясняющих переменных.
20.4 Модель полиномиальных лагов (метод Алмона)
В модели полиномиальных лагов предполагается, что зависимость коэффициентов при лаговых значениях объясняющей переменной от величины лага описывается полиномом т-й степени. Модель имеет вид
yt = ( + (охt + (1хt-1 + ... + (рхt-р + (t,



(20.6)
где (s=(0+(1S+(2S2+…+(mSm, m<p




(20.7)
Предположим, что величина лага р известна. Кроме того, необ​ходимо установить степень полинома т. Обычно на практике ограничиваются рассмотрением полиномов второй и третьей степени.
Пусть, например, р = 3, т = 2, тогда исходная модель есть
yt = ( + (0хt + (1хt-1+ (2хt-2+ (3хt-3 + (t,
где

(0 =(0

(1 = (0+ (1+ (2
(2 = (0+ 2(1+ 4(2
(3 = (0+ 3(1+ 9(2
Преобразованная модель имеет вид
yt = ( + (0z0+(1z1+(2z2, где

z0 = xt + xt-1+ xt-2 + xt-3,

z1 = xt-1 + 2xt-2 + 3xt-3,

z1 = xt-1 + 4xt-2 + 9xt-3,

Используя МНК, оцениваем параметры преобразованной модели и затем рассчитываем параметры исходной модели с распределенным лагом.
Пример 20.1. Имеются данные об объеме валового внутреннего продукта у некоторой страны в зависимости от инвестиций х в ее экономику за 25 лет. Построим модель с распределенным лагом для р — 3 в предположении, что структура лага описывается полиномом второй степени.
Общий вид исходной модели:
yt = ( + (0хt + (1хt-1+ (2хt-2+ (3хt-3 + (t,
Исходные (уt хt) и преобразованные (z0, z1, z2) представлены в следующей таблице:
	t
	уt
	xt,
	zo
	z1
	z2

	1
	193
	30
	—
	—
	—

	2
	197
	29
	—
	—
	—

	3
	202
	29
	—
	—
	—

	4
	213
	32
	120
	177
	415

	5
	222
	34
	124
	177
	409

	6
	234
	37
	132
	185
	423

	7
	247
	41
	144
	201
	461

	8
	262
	44
	156
	217
	495

	9
	269
	42
	164
	237
	541

	10
	280
	44
	171
	253
	587

	11
	287
	46
	176
	260
	608

	12
	287
	43
	175
	260
	600

	13
	296
	48
	181
	267
	623

	14
	310
	53
	190
	272
	634

	15
	326
	59
	203
	278
	632

	16
	325
	54
	214
	309
	703

	17
	322
	44
	210
	331
	767

	18
	338
	52
	209
	329
	791

	19
	353
	60
	210
	302
	714

	20
	370
	66
	222
	296
	664

	21
	380
	67
	245
	342
	774

	22
	377
	54
	247
	379
	871

	23
	384
	63
	250
	386
	916

	24
	376
	54
	238
	372
	882

	25
	390
	60
	231
	342
	792


Оцененная исходная модель имеет вид
у^t = 41,73+ 2,42хt, + 0,7lxt-1+0,99хt-2 + 1,47хt-3,   R2 =0,981,
                  (9,4)      (0,33)            (0,39)           (0,41)              (0,34)
в которой коэффициент 0,71 при переменной хt-1 незначим (в скобках указаны стандартные ошибки).
Оцененная преобразованная модель имеет вид
у, = 41,6+2,32z0 - 1,92 z1, +0,56z2,   R2 =0,981,
           (9,27)    (0,30)            (0,66)              (0,21)
и все коэффициенты при переменных значимы.
Получили следующие оценки параметров преобразованной модели:
(о = 2,32,     (1 = -1,92,     (2 = 0,56.
Коэффициенты регрессии исходной модели:
(о = 2,32,
(1 = 2,32-1,92+ 0,56 = 0,96,
(2 = 2,32 - 2 * 1,92 + 4 * 0,56 = 0,72,
(з = 2,32-3*1,92 + 9*0,56 = 1,6.
Таким образом, модель с распределенным лагом имеет вид
у^t = 41,6 + 2,32хt + 0,96хt-1 + 0,72хt-2 + 1,6хt-3.
Краткосрочный мультипликатор равен 2,32, а долгосрочный мультипликатор равен 2,32 + 0,96 + 0,72 + 1,6 = 5,6. Это означает, что увеличение инвестиций в экономику страны на 1 усл. ед. приведет к росту валового внутреннего продукта в среднем на 2,32 усл. ед. в текущем периоде и на 5,6 усл. ед. через 3 года.
20.5 Модели авторегрессии

Пусть имеется модель авторегрессии вида

уt = ( + (0xt + (1yt-1+ (t






(20.8)
Для интерпретации коэффициентов модели авторегрессии сделаем предположение о наличии бесконечного лага в воздействии текущего значения зависимой переменной на ее последующие значения и о выполнении неравенства |(i| < 1 (условие устойчивости)

В краткосрочном (текущем) периоде влияние х на у отражается величиной ( о (краткосрочный мультипликатор).
В долгосрочной перспективе суммарное влияние х на у отражается величиной ( (долгосрочный мультипликатор):
При построении модели авторегрессии возникают трудности из-за того, что одна из объясняющих переменных (уt-1) является стохастической (случайной) и зависит от случайного члена.
Если уt-1_ и (t зависимы, но одномоментно некоррелированы, то МНК-оценки будут смещенными, но состоятельными. Существенным здесь является отсутствие автокорреляции случайного члена. Это можно установить по h-тесту Дарбина.
При наличии автокорреляции в авторегрессионной модели МНК-оценки будут смещенными и несостоятельными. В этом случае одним из возможных методов оценки параметров уравнения авторегрессии является метод инструментальных переменных.
В качестве инструментальной переменной можно взять переменную   xt-1,_которая коррелирована с уt-1 и некоррелирована с (t. Практически в качестве инструментальной переменной можно взять оценку

y^t-1=(0+(1xt-1,







(20.9)

полученную из предполагаемой линейной зависимости уt-1_ от хt-1.
Тогда оценку параметров модели автокорреляции можно найти обычным МНК из соотношения 

уt = ( + (0xt + (1y^t-1+ (t,






(20.10)

где х t у t — исходные, а у^ t-1 — расчетные данные.
Практическая реализация метода инструментальных переменных осложняется появлением мультиколлинеарности факторов х t и у t-1  в модели.
Пример 20.2. Построим модель авторегрессии по данным примера 4.5 о среднедушевом доходе х и среднедушевых расходах на конечное потребление y.

	Исходные и
	расчетные данные (усл. ед.):
	
	

	t
	
	y t
	х t
	
	y t -1
	e t

	1
	
	70
	73
	
	—
	—

	2
	
	73
	76
	
	70
	-0,401

	3
	
	78
	83
	
	73
	0,416

	4
	
	83
	89
	
	78
	0,580

	5
	
	86
	95
	
	83
	-1,256

	6
	
	89
	100
	
	86
	-1,685

	7
	
	96
	107
	
	89
	1,132

	8
	
	96
	108
	
	96
	-2,852

	9
	
	103
	113
	
	96
	2,264

	10
	
	109
	119
	
	103
	2,397

	11
	
	112
	121
	
	109
	1,550

	12
	
	114
	122
	
	112
	1,627

	13
	
	115
	131
	
	114
	-1,791

	14
	
	118
	135
	
	115
	-0,812

	15
	
	122
	139
	
	118
	0,134

	16
	
	123
	140
	
	122
	-1,304


Применение обычного МНК для расчета параметров этой модели приводит к следующим результатам:
у t = 8,7+0,38х t, +0,51y t-1    R2 =0,990
    (2,7)    (0,15)              (0,17)
(в скобках указаны стандартные ошибки).
Коэффициент автокорреляции остатков первого порядка состав​ляет       r =-0,071, следовательно, DW= 2(1 - r) = 2,142.
Значение h-критерия Дарбина, определяемое выражением
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указывает на отсутствие автокорреляции остатков.
Краткосрочный мультипликатор представляет собой предельную склонность к потреблению в текущем периоде и равен 0,38.

Долгосрочный мультипликатор представляет собой предельную склонность к потреблению в перспективе и равен 0,38/(1 - 0,51) = 0,775.
Следовательно, увеличение дохода на 1 усл. ед. приведет к росту объема потребления в том же году на 0,38 усл. ед., а в перспективе — на 0,775 усл. ед.

20.6 Примеры моделей с лагированными переменными 

Модель частичной корректировки
В модели частичной корректировки предполагается, что поведен​ческое уравнение определяет не фактическое значение зависимой переменной у t а ее желаемый (целевой) уровень:
у t* = (+(х t + ( t,         ( t ~N(0;(2).



(20.11)
Предполагается также, что фактическое значение зависимой пе​ременной не выходит мгновенно на желаемый уровень, а изменяет​ся только на долю ( в нужном направлении:

y t - y t-1 = ((y t*- y t-1), (0<=(<=1)

Это выражение можно переписать следующим образом

y t = (y t*+(1- ()*y t-1, 






(20.12)

откуда видно, что уt получается как взвешенное среднее желаемого уровня и фактического значения этой переменной в предыдущем периоде.
Параметр ( называется корректирующим коэффициентом. Чем больше (, тем быстрее происходит процесс корректировки. Если (= 1, то у, = уt* и полная корректировка происходит за один период. Если (= 0, то корректировка у t не происходит совсем.
Подставляя у t* в выражение для у t получим

y t = ((+((xt+(1- ()*y t-1+((t.





(20.13)
Полученное уравнение включает только фактические значения переменных.
Поскольку случайные члены некоррелированы, состоятельные оценки параметров можно получить, применяя МНК к оцениванию составных параметров ((, ((, и (1 - () в уравнении  ( 20.13 ).

Пример 20.3. Производственные компании распределяют при​быль П, оставшуюся после уплаты налогов: одну часть на выплату до​ходов акционерам в форме дивидендов D, другую — на финансиро​вание инвестиций.
Известны данные (усл. ед.) о деятельности производственных компаний за ряд предыдущих лет:

	t
	D
	П
	t
	D
	П

	1
	100
	400
	6
	800
	1100

	2
	300
	600
	7
	900
	1300

	3
	450
	700
	8
	1000
	1400

	4
	550
	800
	9
	1100
	1500

	5
	700
	1000
	10
	1200
	1700


Предположим, что у фирмы имеется целевая долгосрочная доля выплат у и что желаемый объем дивидендов Dt* соотносится с теку​щей прибылью Пt, как Dt* = (Пt + (t. Однако реальный объем диви​дендов подвержен процессу частичной корректировки:

Dt-Dt-1=((Dt* – Dt-1),

или

Dt = (Пt +(1-()Dt-1 + ((t
На основе данных о деятельности производственных компаний за ряд лет построено уравнение регрессии

Dt = 68+0,29Пt +0,58Dt-1 
где все коэффициенты значимы.
Из соотношения 1-( = 0,58 определяется корректирующий ко​эффициент ( = 0,42, а из соотношения ((= 0,29 — оценка доли вы​плат (= 0,69.
Модель адаптивных ожиданий
Предположим, что зависимая переменная уt связана с ожидаемым значением объясняющей переменной х в (t +1)-м периоде соотношением
yt =(+ (x* t+1 + ( t,



(20.14)

где x* t+1 — ожидаемое значение ненаблюдаемой объясняющей пере​менной, которую необходимо заменить наблюдаемыми переменными.

Такая модель возникает, например, в следующем случае: фирмапринимает решение об объеме производимой в период t продук​ции уt, до того, как станет известной цена хt+1, по которой эта про​дукция может быть продана в следующем периоде. Поскольку це​на хt+1 неизвестна в период t, то решение принимается на основеожидаемого значения х*t+1.
Процесс формирования ожиданий таков:

x*t+1 – x*t = ((xt – x*t),






(20.15)

или

x*t+1 = (xt + (1- ()x*t       (0<=(<=1),



(20.16)

т.е. ожидаемое значение переменной х*t следующем периоде явля​ется взвешенным средним ее фактического и ожидаемого значений в текущем периоде.
Параметр ( называется коэффициентом ожидания. Величину х*t можно выразить через x*t-1 и т.д. Повторяя эту процедуру бесконеч​ное число раз, получим

х*t+1 = ([хt + (1-()хt-1 + (1 -()xt-2 + …].
                                (20.17)
В итоге получаем модель адаптивных ожиданий, в которой ожидаемое значение переменной является взвешенным средним ее прошлых значений с геометрически убывающим весом.
Подставим выражение (20.17) для х*t+1 в исходную модель (20.15) и заменим (1 - () на (:
уt = ( + (((хt + (хt-1  + (2 хt-2 + ...) + (t,



(20.18)
т.е. получим модель геометрических лагов. Параметры уравнения можно оценить методом нелинейного оценивания.
21 Системы одновременных уравнений
21.1. Структурная и приведенная формы уравнений
Структурной формой модели (системой одновременных уравнений) называется система уравнений, в каждом из которых помимо объясняющих переменных могут содержаться объясняемые переменные из других уравнений.
Уравнения, составляющие исходную модель, называются структурными уравнениями модели.
Простейшая структурная форма модели имеет вид
y 1 = ( 1 +(12y 2 +(11x 1 +(12x 2+(1,




(21.1)

y 2 = ( 2 +(21y 1 +(21x 1 +(22x 2+(2,




(21.2)

где у и х — зависимая и независимая переменные, (1 и (2 — случайные члены, а ((, () — параметры модели.
Параметры структурной формы модели называются структурными коэффициентами.
Структурная форма модели обычно включает в систему не только уравнения, отражающие взаимосвязи между отдельными переменными, но и уравнения, отражающие тенденцию развития явления, а также разного рода уравнения-тождества. Тождества не содержат каких-либо подлежащих оценке параметров, а также не включают случайного члена.
В процессе оценивания параметров одновременных уравнений следует различать эндогенные и экзогенные переменные. Приставки «эндо» и «экзо» означают соответственно внутреннее и внешнее.
Эндогенными считаются переменные, значения которых определяются внутри модели. Это зависимые переменные, число которых равно числу уравнений системы.
Экзогенными считаются переменные, значения которых определяются вне модели. Это заданные переменные, влияющие на эндогенные переменные, но не зависящие от них

В качестве экзогенных могут рассматриваться значения эндогенных переменных за предшествующий период времени (лаговые переменные).
Предполагается, что в каждом уравнении экзогенные переменные некоррелированы со случайным членом.

В общем случае эндогенные переменные коррелированы со случайным членом, поэтому применение МНК к структурной форме модели приводит к смещенным и несостоятельным оценкам структурных коэффициентов.
В матричной форме система одновременных уравнений имеет вид

BY + ГX = (, 







(21.2а)

где 
[image: image361.wmf].
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Для определения структурных коэффициентов структурная форма модели преобразуется в приведенную форму.
Приведенной формой модели называется система уравнений, в каждом из которых эндогенные переменные выражены только через экзогенные переменные и случайные составляющие.

Например, приведенная форма исходной модели (22.1) - (22.2) имеет вид
y 1 = (' 1 +('11x 1 +('12x 2+(1,




(22.3)

y 2 = (' 2+('21x 1 +('22x 2+(2,




(22.4)

где (' — параметры приведенной формы, а (j и (2 — случайные члены.
Параметры приведенной формы модели называются коэффициентами приведенной формы (приведенными коэффициентами). Коэффициенты приведенной формы оцениваются обычным МНК, поскольку экзогенные переменные некоррелированы со случайным членом.
Оцененные коэффициенты приведенной формы могут быть ис​пользованы для оценивания структурных коэффициентов. Такой способ оценивания структурных коэффициентов называется косвенным методом  наименьших квадратов.
Тот или иной структурный коэффициент может либо однозначно выражаться через приведенные коэффициенты, либо иметь не​сколько разных оценок, либо совсем не выражаться через них.
Структурный коэффициент называется идентифицируемым, если его можно вычислить на основе приведенных коэффициентов, причем точно идентифицируемым, если он единствен, и сверхидентифицируемым, если он имеет несколько разных оценок; в противном случае он называется неидентифицируемым.
Какое-либо структурное уравнение является идентифицируемым, если идентифицируемы все его коэффициенты. Если хотя бы один структурный коэффициент неидентифицируем, то и всё уравнение является неидентифицируемым.

Модель считается идентифицируемой, если каждое ее уравнение идентифицируемо. Если хотя бы одно из уравнений системы неидентифицируемо, то и вся модель неидентифицируема.
21.2. Оценивание параметров структурной модели
Коэффициенты структурной модели могут быть оценены различными способами в зависимости от вида системы одновременных уравнений. Наибольшее распространение получили следующие методы:
метод инструментальных переменных (ИП);
косвенный метод наименьших квадратов (КМНК);

двухшаговый метод наименьших квадратов (ДМНК).
Методы оценивания структурных уравнений различных видов
I. Точная идентифицируемость
Допустим, требуется оценить параметры уравнения функции по-требления в простой модели Кейнса формирования доходов

Сt = (+ (Yt+ (t  (функция потребления)



(22.5)

Yt, = Сt + It          (тождество дохода),



(22.6)
где Сt„ Yt It — объем потребления, совокупный доход и инвестиции соответственно, а (t — случайный член.
Структурный коэффициент ( характеризует предельную склонность к потреблению.
В исходной модели Сt Yt — эндогенные переменные, а It — экзогенная. Непосредственное оценивание параметров ((, () в структурном уравнении функции потребления дает смещенные и несостоятельные оценки, так как объясняющая переменная Yt является эндогенной.
Разрешая структурную систему относительно эндогенных переменных, получим приведенную систему


[image: image362.wmf])

.

(

)

.

(

8

22

β

1

ε

I

β

1

1

β

α

Y

7

22

β

1

ε

I

β

1

β

β

α

C

t

t

t

t

t

t

-

+

-

+

=

-

+

-

+

=

-

1

-

1


В приведенной системе коэффициенты при переменной It, равные     (/(1 - () и 1/(1 - (), — это инвестиционные мультипликаторы потребления и дохода соответственно. Это значит, что если объем инвестиций возрастет на единицу, то объем потребления увеличится на (/(1 - (), а совокупный доход — на 1/(1 - ().

Рассмотрим различные методы оценивания структурных коэффициентов ((, ().

Косвенный метод наименьших квадратов. Уравнение для Сt в при​веденной форме можно также представить в виде
Ct= ('+('It+(t






   (22.9)
где
('=(/(1-(), ('=(/(1-(),('t=(t/(1-(),



   (22.10)

В этом уравнении экзогенная переменная It некоррелирована со случайным членом ('t поэтому для оценки параметров ((', (') можно использовать обычный МНК.
Замечание. Для удобства рассмотрения оценку параметра и сам параметр будем в дальнейшем обозначать одним символом (параметром).
Оцененное уравнение (6.5), полученное по выборочным данным с помощью МНК,
C^t= ('+('It






  (22.11)
дает несмещенные и состоятельные оценки параметров.
Из выражения (22.10) получаем оценки ((, () структурных коэф​фициентов:

(=('/(1+(), (=('/(1+()





  (22.12)

Поскольку получены единственные оценки ((, () структурных коэффициентов через оценки ((', (') приведенных коэффициентов, то структурное уравнение функции потребления является однозначно определенным (точно идентифицируемым).
Метод инструментальных переменных. Проблема коррелированности объясняющей переменной Yt, со случайным членом (t в структурном уравнении (6.3) для Сt может быть разрешена с помощью метода ИП

Для применения этого метода необходимо найти такую инстру​ментальную переменную, которая обладает следующими свойствами:
коррелирует с неудачно объясняющей переменной Уt;
не коррелирует со случайным членом (t.
В данном случае модель сама предоставляет такую переменную. Величина 1t коррелирует с Yt, поскольку Yt зависит от It в уравнении (6.4), и It не коррелирует с (t„ поскольку является экзогенной переменной.
В общем случае, когда оценка, полученная косвенным методом, единственна, она совпадает с оценкой, полученной методом ИП.
II. Сверхидентифицируемость

Рассмотрим следующую простую модель Кейнса формирования

Сt = (+ (Yt+ (t  (функция потребления)



(22.13)

Yt, = Сt + It +Gt  (тождество дохода),




(22.14)

где Сt Уt 1t Gt — объем потребления, совокупный доход, инвестиции и государственные расходы соответственно, (t — случайный член.
В исходной модели Сt Уt— эндогенные переменные, а It, Gt — экзогенные.
Разрешая структурную систему относительно эндогенных переменных, получим приведенную систему
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Рассмотрим различные методы оценивания структурных коэф​фициентов ((, ().
Метод инструментальных переменных. В структурном уравнении функции потребления в качестве инструментальных переменных для Уt можно использовать как It так и Gt. Полученные при этом оценки ((, () будут различаться, но в обоих случаях они состоятельны.
Наилучшее решение в данном случае — применение инструментальной переменной, которая является комбинацией /t и Gt.
Структурное уравнение с избыточным числом экзогенных переменных, которые можно использовать как инструментальные, является переопределенным (сверхидентифицируемым)

Двухшаговый метод наименьших квадратов. Двухшаговый МНК можно рассматривать как частный случай инструментальных переменных. В методе ИП было показано, что структурное уравнение функции потребления оказалось переопределенным и сразу две переменные It и Gt можно использовать для Yt.
Однако вместо их раздельного применения можно предложить их комбинацию zt = (0 + (1It + (2Gt-. В этом случае требуется оценить значения коэффициентов (0, (1, (2
Фактически вместо zt можно использовать оценку Yt приведенного уравнения У^t т.е. Y^t = (0 + (11t + (2Gt.
Подставляя теоретические значения Y^t вместо фактических значений в структурное уравнение функции потребления, получим уравнение

Сt = (+ (Y^t+ (t  
которое оценивается обычным МНК. При этом оценки структурных коэффициентов будут состоятельными.

Двухшаговый МНК можно рассматривать как способ конструирования наилучшей из возможных комбинаций инструментальных переменных, если в уравнении имеется избыток экзогенных переменных, которые можно использовать как инструментальные.

III. Неидентифицируемость
Рассмотрим следующую модель спроса и предложения

yD=(+(P+uD                  (спрос)





(22.17)

yS=(+(P+uS                    (предложение)



(22.18)

yD=yS=y                          (равновесие)




(22.19)

где Р — цена товара, a uD, uS— случайные члены.
Переменные у, Р являются эндогенными, и их значения определяются в процессе установления равновесия.

В рассматриваемой модели нет экзогенных переменных, поэтому ни одно из этих уравнений не является идентифицируемым. Чтобы модель имела статистическое решение, в нее вводятся экзогенные переменные.

Предположим, что продавцы товара облагаются специальным налогом Т, который они должны платить с выручки. При этом уравнение спроса останется неизменным, если переменная Р означает рыночную цену, а уравнение предложения изменится:

yD=(+(P+uD                  (спрос)




(22.20)

yS=(+(P+(T+uS            (предложение)



(22.21)

yD=yS=y                            (равновесие)



(22.22)

где T— экзогенная переменная.

Уравнение спроса будет идентифицируемым, поскольку переменная T не включена в него и может выступать как инструментальная для Р, а уравнение предложения — неидентифицируемым.
Включим в уравнение спроса экзогенную переменную х — доход надушу населения
yD=(+(P+(x+uD                  (спрос)




(22.23)

yS=(+(P+(T+uS            (предложение)



(22.24)

yD=yS=y                            (равновесие)



(22.25)

Экзогенную переменную х можно использовать как инструментальную вместо Р для уравнения предложения.

В итоге получили в целом точно идентифицируемую модель спроса и предложения.
Пусть структурное уравнение спроса имеет временной тренд (скажем, потому что привычки медленно меняются со временем

yD=(+(P+(x+( t+uD        (спрос)




(22.26)

yS=(+(P+(T+uS                (предложение)



(22.27)

yD=yS=y                               (равновесие)



(22.28)

где t — переменная времени, а ( — коэффициент при ней.
В модели спроса имеются две экзогенные переменные х, t, которые можно использовать в качестве инструментальных для Р в уравнении предложения.
В итоге получили сверхидентифицируемое уравнение предложения и точно идентифицируемое уравнение спрос.

Ненулевое ограничение
Добавление экзогенной переменной не единственный способ, который может привести к идентифицируемости уравнения. В некоторых случаях неидентифицируемая модель может быть идентифицируема путем задания соотношения между структурными коэффициентами.

Рассмотрим неидентифицируемую модель спроса и предложения (6.10). Улучшим спецификацию модели, введя ограничение на коэффициенты  ( = -(:

yD=(+(P+uD                  (спрос)




(22.29)

yS=(+((P-T)+uS            (предложение)



(22.30)

yD=yS=y                            (равновесие)



(22.31)

Благодаря введению ограничения на коэффициенты уравнение предложения также стало идентифицируемым. Действительно, при использовании ИП можно рассмотреть новую версию модели как сис​тему из четырех уравнений:
yD=(+(P+uD                  (спрос)




(22.32)

yS=(+(P1 +uS            (предложение)




(22.33)

P1=P-T








(22.34)

yD=yS=y                            (равновесие)



(22.35)

где Pi — цена товара для продавца (сумма, остающаяся у него после уплаты налога).
Последние два уравнения системы (22.32)-(22.35) являются уравнениями-тождествами и не требуют проверки на идентификацию. Перемен​ная T не включена в уравнение спроса, поэтому она может исполь​зоваться как инструментальная для Р. Точно так же эта переменная не включена в уравнение предложения, поэтому она может использоваться как инструментальная для Р1.
В итоге модель в целом является точно определенной (точно иден​тифицируемой).
Вывод. Ненулевое ограничение позволяет исключить одну объясняющую переменную из уравнения. Если эта переменная эндогенная, для нее не нужно искать инструментальную перемен​ную, если экзогенная, то она освобождается на роль инструментальной для одной из эндогенных переменных, оставшихся в уравнении

Порядковое условие для идентификации
В общем случае отдельное структурное уравнение системы является идентифицируемым, если имеется достаточное количество экзогенных переменных, не включенных в само уравнение, которые можно использовать как инструментальные для всех эндогенных объясняющих переменных уравнения.
Пусть D — число не включенных в уравнение, но присутствующих в системе экзогенных переменных, a G — число включенных в уравнение эндогенных переменных.
Уравнение в структурной модели может быть идентифицировано, если число не включенных в него экзогенных переменных не меньше числа включенных в него объясняющих эндогенных переменных, т.е.
D > G — 1    (порядковое условие).
Данное условие является необходимым, но не достаточным для идентификации. В частности:
если D = G — 1, то уравнение точно идентифицируемо;
если D > G — 1, то уравнение сверхидентифицируемо;
если D< G — 1, то уравнение неидентифицируемо
21.3. Анализ методов оценивания
Приступать к оцениванию того или иного структурного уравнения системы имеет смысл после того, как установлена его идентифицируемость. Для установления идентифицируемости используется метод ИП.
Для решения точно идентифицируемого уравнения применяется КМНК, а для решения сверхидентифицируемого уравнения — ДМНК.
Анализ рассмотренных методов оценивания позволяет сформулировать их основные этапы.

Этапы КМНК:
1. Структурная модель преобразуется в приведенную форму.
2. Для каждого приведенного уравнения обычным МНК оцениваются приведенные коэффициенты.
3. Оценки приведенных коэффициентов преобразуются в оценки параметров структурных уравнений

Этапы ДМНК:
1. На основе приведенной формы модели получают для сверхидентифицируемого уравнения теоретические (расчетные) значения  эндогенных переменных, содержащихся в правой части уравнения.
2. Подставляя теоретические значения эндогенных переменных вместо их фактических значений в сверхидентифицируемое уравнение и применяя обычный МНК, определяют его структурные коэффициенты.
Метод получил название двухшагового, так как МНК используется дважды: при нахождении теоретических значений эндогенных переменных из приведенной формы модели и при определении структурных коэффициентов по теоретическим значениям эндогенных переменных и исходным данным экзогенных переменных.
Пример 21.1. Опишем процедуру оценивания структурной моде​ли (6.13). Модель имеет две эндогенные переменные (У, Р) и одну экзогенную (T).
Было показано, что исходная модель точно идентифицируема, и поэтому для оценки ее структурных коэффициентов используем КМНК.
Разрешая исходную систему относительно Y, Р, получим приведенную систему

P=('+('T+(p,







(22.36)

Y=('+('T+(p,







(22.37)

где

('=((-()/((-(), ('=(/((-(),('=((/((-(), ('=(((-(()/((-(),
(22.38)

Пусть оцененные уравнения приведенной системы, полученные по выборочным данным с использованием МНК, есть
P^ = 40 + 0,6T
Y^ = 70-1,2T,

т.е. оценки ('= 40, (' = 0,6, ('= 70, ('= -1,2

Тогда соотношения (22.38) имеют вид

((-()/((-()=40, (/((-()=0,6, ((/((-()=-1,2, (((-(()/((-()=70.
Отсюда получаем следующие оценки структурных коэффициентов:
( =150,   ( = -2, ( = -50, ( = 3.
Пример 21.2. Для некоторой страны имеются данные (усл. ед.) о совокупном доходе Y, объеме потребления G и инвестициях I полученные за 10 лет:
	Ct
	190
	198
	200
	180
	200
	210
	220
	210
	205
	210

	It
	10
	20
	30
	20
	10
	20
	30
	20
	15
	30

	Yt
	200
	218
	230
	200
	210
	230
	250
	230
	220
	240


Построим функцию потребления, используя модель Кейнса фор​мирования доходов (22.5) –(22.6).
Непосредственное оценивание структурного уравнения функции потребления обычным МНК приводит к следующим результатам:
С^ = 60,9 + 0,635Y,

т.е. оценки ( = 60,9,    ( = 0,635.
Было показано, что исходная модель (22.5)-(22.6) точно идентифициру​ема, поэтому для оценки ее структурных коэффициентов используем КМНК.
Оценка для С в приведенной форме
С ^= 188 + 0,695*It,
т.е. ('=188,    ('= 0,695.
Из выражения (22.12) получим оценки структурных коэффициентов:
(= 188/(1 + 0,695) = 110,9,       ( = 0,695/(1 + 0,695) = 0,41.
Оценки структурных коэфициентов функции потребления, полученные КМНК, являются несмещенными и состоятельными

Пример 21.3. Для некоторой страны имеются данные (усл. ед.) о совокупном доходе Y, объеме потребления С, инвестициях I и государственных расходах G, полученные за 10 лет:

	CCt
	1195
	2203
	2210
	2200
	2215
	2215
	2210
	2215
	2225
	2220

	IIt
	110
	220
	330
	220
	110
	220
	330
	220
	115
	330

	GGt
	220
	110
	220
	440
	330
	110
	220
	110
	440
	220

	YYt
	2225
	2233
	2260
	2260 .
	2255
	2245
	2260
	2245
	2280
	2270


Построим функцию потребления, используя модель Кейнса формирования доходов (22.13)-(22.14).
Непосредственное оценивание структурного уравнения функции потребления обычным МНК приводит к следующим результатам:
С^ = 109,8 + 0,4Y,
т.е. оценки ( = 109,8, ( = 0,4.
Было показано, что исходная модель (22.13)-(22.14) сверхидентифицируема, поэтому для оценки ее структурных коэффициентов используем ДМНК.
Расчетные значения эндогенной переменной У, полученные МНК,

Y^ = 201,7 +1,29I+1,147G.
Подставим расчетные значения Y^ вместо фактических значений в структурное уравнение функции потребления и оценим полученное уравнение МНК:
С^ = 171,3 + 0,156*Y
т.е. оценки ( = 171,3,   (= 0,156.
Оценки структурных коэфициентов функции потребления, полученные ДМНК, являются состоятельными

22. Основы компонентного анализа

22.1 Основные понятия

Компонентный анализ предназначен для преобразования системы k исходных признаков в систему k новых показателей (главных компонент). Главные компоненты не коррелированы между собой и упорядочены по величине их дисперсий, причем первая главная компонента, имеет наибольшую дисперсию, а последняя, k-я, наименьшую. ПРи этом выявляются неявные, непосредственно не измеряемые, но объективно существующие закономерности, обусловленные действием как внутренних, так и внешних причин.

Компонентный анализ является одним из основных методов факторного анализа. В задачах снижения размерности и классификации обычно используются m первых компонент (m<<k).

При наличии результативного показателя Y может быть построено уравнение регрессии на главных компонентах.

На основании матрицы исходных данных размерности (n*k)
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(22.1)

где xij - значения j-го показателя у i-го наблюдения (I=1,2,…,n, j=1,2,…,k ) вычисляют средние значения показателей 
[image: image365.wmf]x

j , а также s1,…, sk матрицу нормированных значений:
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(22.2)

c элементами
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(22.3)

Рассчитывается матрица парных коэффициентов корреляции

R=ZTZ/n






(22.4)

c элементами
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j,l = 1,2,…k
На главной диагонали матрицы R, rjj=1
Модель компонентного анализа имеет вид
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(22.6)

где aj( - вес, факторная нагрузка, (- ой главной компоненты на j–ю переменную; fi(- значение (-й главной компоненты для i-го наблюдения (объекта), (=1, 2,…,k.

В матричной форме модель (22.6 ) имеет вид 

Z=FAT






(22.7)
где  AT- транспонированная матрица А


[image: image370.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

=

nk

ν

n

1

n

ik

ν

i

1

i

k

1

ν

1

11

z

z

z

z

z

z

z

f

f

F

...

...

.........

..........

...

....

..........

..........

...

...

- матрица значений главных компонент (n*k)


[image: image371.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

=

kk

ν

k

1

k

jk

ν

j

1

j

k

1

ν

1

11

z

z

z

z

z

z

z

z

a

A

...

...

.........

..........

...

....

..........

..........

...

...

- матрица факторных нагрузок (k*k)

Матрица F описывает n наблюдений в пространстве k главных компонент. При этом элементы матрицы F нормированы. При этом коэффициенты корреляции между переменной zj и f( –й главной компоненты
rzj f(=aj(






(22.8)

Таким образом, элемент aj( матрицы факторных нагрузок А, характеризует тесноту линейной связи между zj – исходной переменной и f( –й главной компонентой, то есть-1<= aj(<=1

Дисперсия zj –й нормированной пременной
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(22.9)

Таким образом, дисперсия zj–й переменной представлена своими составляющими, определяющими долю вклада в нее всех k главных компонент.
Полный вклад (– й главной компоненты в дисперсию всех исходных  k признаков вычисляется по формуле


[image: image373.wmf]å

=

=

k

1

j

2

ν

j

ν

a

λ







(22.10)

Одно из основополагающих условий метода главных компонент, связано с представлением корреляционной матрицы R, через матрицу факторных нагрузок
R=AAT






(22.11)
Известно, что для любой симметричной матрицы R, всегда существует ортогональная матрица U , что выполняется условие:
UTRU=(,






(22.12)
где
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- диагональная матрица собственных значений размерности (k*k)
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-ортоганальная матрица собственных векторов размерностью (k*k)
Элементы матрицы ( ранжированы (1>= (2>=…(k>0. Собственное значение (( характеризует вклад (–й главной компоненты в суммарную дисперсию исходного признакового пространства.

Собственные значения (1, (2, (k находятся как корни характеристического уравнения

((E-R(=0






(22.13)

Собственный вектор V( , соответствующий собственному значению (( корреляционной матрицы R, определяется как отличное от нуля решение характеристического уравнения

(((E-R)V(=0






(22.14)

Нормированный собственный вектор  U( равен
U(=V(/(V(TV()1/2






(22.15)

Кроме того справедливы соотношения
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Согласно (22.15) общий вклад всех главных компонент в суммарную дисперсию равен k. Тогда удельный вклад (– й главной компоненты определяется по формуле

(((/k)100%






(22.20)

Суммарный вклад m первых главных компонент определяются из выражения
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(22.21)

Обычно для анализа используют первых главных компонент, суммарный вклад которых превышает 60-70%.

Матрица факторных нагрузок A используется для экономической интерпретацией главных компонент, которые представляют линейные функции исходных признаков. Для экономической интерпретации f( используются лишь те xj, для которых (aj((>0,5.

Значения главных компонент для каждого i–го объекта задается матрицей F.
Матрицу значений главных компонент можно получить по формуле

Z=FAT,







(22.22)

откуда
F=Z(AT)-1 =ZV(-1/2





(22.23)
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Уравнение регрессии на главных компонентах строится по алгоритму пошагового регрессионного анализа, где в качестве аргументов используются главные компоненты, а не исходные показатели. К достоинству последней модели следует отнести тот факт, что главные компоненты не коррелированы. При построении уравнений регрессии следует учитывать все главные компоненты.

22.2 Тренировочный пример 1

По данным о численности (x1) и фонде зарплаты (x2) пяти n=5) строительных организаций провести компонентный анализ
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1. Рассчитаем выборочные характеристики переменных x1 и x2

среднеарифметические значения

x1=(3+6+8+2+7)/5=26/5=5,2

x2=(4+5+9+3+6)/5=27/5=5,4

среднее значения 
[image: image380.wmf]2
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[image: image381.wmf]2
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x

x

=1/5(3*4+6*5+8*9+2*3+7*6)=32,4

среднеквадратическое отклонение

S12=1/5[(3-5,2)2+(6-5,2) 2+(8-5,2) 2+(2-5,2) 2+(7-5,2) 2]=5,36

S1= S11/2=2,315

S22=1/5[(4-5,4) 2+(5-5,4) 2+(9-5,4) 2+(3-5,4) 2+(6-5,4) 2]=4,24

S2= S21/2=2,059.

2. Выборочный коэффициент корреляции
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Матрица парных коэффициентов корреляции
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3. Матрица нормированных значений Z вычисляется в соответствии с (22.3)

z11=(3-5,2)/2,315=-0,95             z21=(4-5,4)/2,059=-0,68

z12=(6-5,2)/2,315=0,346           z22=(5-5,4)/2,059=-0,194

z13=(8-5,2)/2,315=1,21             z23=(9-5,4)/2,059=1,748

z14=(2-5,2)/2,315=-1,318          z24=(3-5,4)/2,059=-1,166

z15=(7-5,2)/2,315=0,778           z25=(6-5,4)/2,059=0,291
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4. Характеристическое уравнение в соответствии с (22.13)
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Отсюда следует

(1-()2-(0,906)2=0 или 1-(=(0,906

Так как (1>(2, то (1=1,9062, (2=0,0938.

Здесь (1, (2 соответственно дисперсии и вклад 1-й и 2-й главных компонент в суммарную дисперсию равную (1+(2=2.

Относительный вклад компонент в суммарную дисперсию равен

(1*100%/k=11,906*100%/2=95,3%,

(2*100%/k=0,0938*100%/2=4,7%/

Таким образом


[image: image387.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

0938

0

0

0

9062

1

λ

0

0

λ

Λ

2

1

,

,


5. Матрица собственных векторов из уравнения (R-(E)=0

Собственный вектор V1 находится из условия
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Откуда  -0,9062v11+0,9062v21=0 или v11= v21=1

Нормированный собственный вектор, соответствующий (1, в соответствии (22.15)равен
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Собственный вектор v2 найдем из условия
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Откуда  0,9062v21+0,9062v22=0 или -v21= v22=1

Нормированный собственный вектор, соответствующий (2, равен
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Тогда нормированная матрица собственных векторов имеет вид
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6. Матрица факторных нагрузок определим по формуле (22.16)
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Матрицу факторных нагрузок используют для интерпретации главных компонент, так как элементы матрицы aj(=rj( характеризуют тесноту связи между xj–м признаком и f( главной компонентой. В нашем примере первая главная компонента тесно связана с показателями X1 и X2,f1 - характеризует размер предприятия.
Матрицу значений главных компонент определим по формуле (22.22)

F=Z(AT)-1

Предварительно найдем обратную матрицу (AT)-1
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Тогда
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Матрица F характеризует пять строительных организаций в пространстве главных компонент. Ее можно использовать в задачах классификации и регрессионного анализа. Например, классификация организаций по первой главной компоненте f1 характеризует размер предприятия, позволяет их ранжировать в порядке возрастания следующим образом: 1; 4;2; 5; 3, что согласуется с матрицей X.

22.3 Тренировочный пример 2

По данным n=5 предприятий провести комплексный анализ на основе показателей: x1- трудоемкость единицы продукции; x2- удельный вес покупных изделий
	№п/п
	x1
	x2
	x1*x2

	1
	0,23
	0,40
	0,092

	2
	0,24
	0,26
	0,0624

	3
	0,19
	0,40
	0,076

	4
	0,17
	0,50
	0,085

	5
	0,23
	0,40
	0,092

	Итого
	1,06
	1,96
	0,4074


Требуется рассчитать:

а) матрицу нормированных значений Z;

б) матрицу парных коэффициентов R;

в) матрицу собственных значений (;

г) ортогональную матрицу собственных векторов U;

д) матрицу факторных нагрузок A;

е) матрицу значений главных компонент F;

ж) дать интерпретацию полученным главным компонентам и оценить их вклад в суммарную дисперсию

Решение:

1. По аналогии с предыдущим примером
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1. Рассчитаем выборочные характеристики переменных x1 и x2

среднеарифметические значения

x1=1,06/5=0,212

x2=1,96/5=0,392

среднее значения 
[image: image399.wmf]2
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[image: image400.wmf]2

1

x

x

=0,4074/5=0,08148
среднеквадратическое отклонение

S12=1/5[(0,23-0,212)2+(0,24-0,212) 2+(0,19-0,212) 2+(0,17-0,212) 2+(0,23-0,212) 2]=0,0007344

S1= S11/2=0,0271

S22=1/5[(0,4-0,392) 2+(0,26-0,392) 2+(0,4-0,392) 2+(0,5-0,392) 2+(0,4-0,392) 2]=0,0058522

S2= S21/2=0,0765.

2. Выборочный коэффициент корреляции
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Матрица парных коэффициентов корреляции
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3. Матрица нормированных значений Z вычисляется в соответствии с (22.3)

z11=(0,23-0,212)/0,0271=0,66             z21=(0,4-0,392)/0,0765=0,10

z12=(0,24-0,212)/0,0271=1,03             z22=(0,26-0,392)/0,0765=-1,72

z13=(0,19-0,212)/0,0271=-0,81            z23=(0,4-0,392)/0,0765=0,10

z14=(0,27-0,212)/0,0271=-1,54            z24=(0,5-0,392)/0,0765=1,42

z15=(0,23-0,212)/0,0271=0,66             z25=(0,4-0,392)/0,0765=0,10
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4. Характеристическое уравнение в соответствии с (22.13)
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Отсюда следует

(1-()2-(0,78)2=0 или 1-(=(0,78

Так как (1>(2, то (1=1,78, (2=0,22.

Здесь (1, (2 соответственно дисперсии и вклад 1-й и 2-й главных компонент в суммарную дисперсию равную (1+(2=2.

Таким образом
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5. Матрица собственных векторов из уравнения (R-(E)=0

Собственный вектор V1 находится из условия
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Откуда  -0,78v11- 0,78v21=0 или v11=- v21=1

Нормированный собственный вектор, соответствующий (1, в соответствии (22.15)равен
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Собственный вектор v2 найдем из условия
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Откуда  0,78v21- 0,78v22=0 или v21= v22=1

Нормированный собственный вектор, соответствующий (2, равен
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Тогда нормированная матрица собственных векторов имеет вид
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6. Матрица факторных нагрузок определим по формуле (22.16)
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7. Матрицу значений главных компонент определим по формуле (22.22)

F=Z(AT)-1

Предварительно найдем обратную матрицу (AT)-1
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Определитель матрицы А равен 2*0,943*0,332=0,6262
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8. Относительный вклад компонент в суммарную дисперсию равен

(1*100%/k=1,78*100%/2=89%,

(2*100%/k=0,22*100%/2=11%/

Ограничимся интерпретацией первой главной компоненты , на которую приходится 89% суммарной вариации. Эта компонента имеет тесную положительную связь с показателем x1– трудоемкость единицы продукции (a11=0,943) и отрицательную связь с показателем x2– удельный вес покупных изделий (a21=-0,943). Таким образом, f1 можно интерперетировать как уровень трудоемкости продукции.

23. Методы многомерной классификации. Кластерный анализ
Часто в экономических исследованиях возникает задача анализа неоднородных в некотором смысле данных. Так, например, исследуя зависимость спроса от цены товара, взяв для исследования данные за 1992 и 1997 гг. мы получим следующую зависимость: увеличение цены приводит к росту спроса на товар. Такая зависимость не соответствует реальным экономическим процессам. С чем связана полученная ошибка? Ответ состоит в том, что мы не учли инфляционные процессы в стране, произошедшие за этот период времени и, соответственно, повысившуюся цену на товар.
В таких случаях, прежде, чем переходить к построению регрессионных моделей, необходимо выделить однородные группы объектов и уже внутри каждой группы строить регрессионные зависимости. В данном случае необходимо было рассматривать два уравнения, описывающих развитие процесса в 1992 и 1997 гг. раздельно.
23.1.   Основные понятия кластерного анализа
В статистических исследованиях группировка первичных данных является основным приемом решения задачи классификации, а поэтому и основой всей дальнейшей работы с собранной информацией.
Традиционно эта задача решается следующим образом. Из множества признаков, описывающих объект, отбирается один, наиболее информативный с точки зрения исследователя, и производится группировка в соответствии со значениями данного признака. Если требуется провести классификацию по нескольким признакам, ранжированным между собой по степени важности, то сначала производится классификация по первому признаку, затем каждый из полученных классов разбивается на подклассы по второму признаку и т.д. Подобным образом строится большинство комбинационных статистических группировок.
В тех случаях, когда не представляется возможным упорядочить классификационные признаки, применяется наиболее простой метод многомерной группировки - создание интегрального показателя (индекса), функционально зависящего от исходных признаков, с последующей классификацией по этому показателю.
Развитием этого подхода является вариант классификации по нескольким обобщающим показателям (главным компонентам), полученным с помощью методов факторного или компонентного анализа.
При наличии нескольких признаков (исходных или обобщенных) задача классификации может быть решена методами кластерного анализа, которые отличаются от других методов многомерной классификации отсутствием обучающих выборок, т.е. априорной информации о распределении генеральной совокупности, которая представляет собой вектор X.
Различия между схемами решения задачи по классификации во многом определяются тем, что понимают под понятием "сходство" и "степень сходства".
После того как сформулирована цель работы, естественно попытаться определить критерии качества, целевую функцию, значения которой позволят сопоставить различные схемы классификации.
В экономических исследованиях целевая функция, как правило, должна минимизи​ровать некоторый параметр, определенный на множестве объектов (например, целью классифицировать оборудования может явиться группировка, минимизирующая совокупность затрат времени и средств на ремонтные работы).

В случаях, когда формализовать цель задачи не удается, критерием качества классификации может служить возможность содержательной интерпретации найденных групп.
Рассмотрим следующую задачу. Пусть исследуется совокупность n объектов, каждый из которых характеризуется по к замеренным на нем признакам X. Требуется разбить эту совокупность на однородные в некотором смысле группы (классы).
При этом практически отсутствует априорная информация о характере распределения измерений X внутри классов.
Полученные в результате разбиения группы обычно называются кластерами* (таксонами**, образами), методы их нахождения - кластер-анализом (соответственно численной таксономией или распознаванием образов с самообучением).
При этом необходимо с самого начала четко представить, какая из двух задач классификации подлежит решению. Если решается обычная задача типизации, то совокупность наблюдений разбивают на сравнительно небольшое число областей группирования (например, интервальный вариационный ряд в случае одномерных наблюдений) так, чтобы элементы одной такой области находились друг от друга по возможности на небольшом расстоянии.
Решение другой задачи заключается в определении естественного расслоения исходных наблюдений на четко выраженные кластеры, лежащие друг от друга на некотором расстоянии.
Если первая задача типизации всегда имеет решение, то при второй постановке может оказаться, что множество исходных наблюдений не обнаруживает естественного расслоения на кластеры, т.е. образует один кластер.
Хотя многие методы кластерного анализа довольно элементарны, основная часть работ, в которых они были предложены, относится к последнему десятилетию. Это объясняется тем, что эффективное решение задач поиска кластеров требует большого числа арифметических и логических операций и поэтому стало возможным только с возникно​вением и развитием вычислительной техники.
Обычной формой представления исходных данных в задачах кластерного анализа служит прямоугольная таблица: каждая строка которой представляет результат измерений к рассматриваемых признаков на одном из обследованных объектов. В конкретных ситуациях может представлять интерес как группировка объектов, так и группировка признаков. В тех случаях, когда разница между двумя этими задачами не существенна, например при описании некоторых алгоритмов, мы будем пользоваться только термином "объект", включая в это понятие и "приззнак".
Матрица X не является единственным способом представления данных в задачах кластерного анализа. Иногда исходная информация задана в виде квадратной матрицы

R=(rjj), ij=l,2,..., n,






(23.1)

элемент rjj, который определяет степень близости i-ro объекта к j-му.
Большинство алгоритмов кластерного анализа полностью исходит из матрицы расстояний (или близостей), либо требует вычисления отдельных ее элементов, поэтому если данные представлены в форме X, то первым этапом решения задачи поиска кластеров будет выбор способа вычисления расстояний, или близости, между объектами или признаками.
Относительно проще решается вопрос об определении близости между признаками. Как правило, кластерный анализ признаков преследует те же цели, что и факторный анализ - выделение групп связанных между собой признаков, отражающих определенную сторону изучаемых объектов. Мерами близости в этом случае служат различные статистические коэффициенты связи, например /rmj/, mj =1,2,...,к. Элемент rmj определяет степень близости m-го признака к j-му.
23.2.   Расстояние между объектами (кластерами) и мера близости
Наиболее трудным и наименее формализованным в задаче классификации является определение понятия однородности объектов.
В общем случае понятие однородности объектов задается либо введение правила вычисления расстояний ((xi,xj) между любой парой исследуемых объектов (х1 х2, ... , хn), либо заданием некоторой функции r(xj,xj), характеризующей степень близости i-ro и j-ro объектов. Если задана функция ((xi,xj), то близкие с точки зрения этой метрики объекты считаются однородными, принадлежащими к одному классу. Очевидно, что необходимо при этом сопоставлять ((xi,xj) с некоторыми пороговыми значениями, определяемыми в каждом конкретном случае по-своему.
Аналогично используется и мера близости r(xi,xj), при задании которой мы должны помнить о необходимости выполнения следующих условий: симметрии r(xi,xj) = r(xj,xi); максимального сходства объекта с самим собой r(xi,xj)= max r (xi,xj) при 1< i,j<n, и монотонного убывания r(xi,xj) по мере увеличения ((xi,xj), т.е. из p(xk,xl)> ((xi,xj) должно следовать неравенство r(xk,xl)=<r(xi,xj).
Выбор метрики или меры близости является узловым моментом исследования, от которого в основном зависит окончательный вариант разбиения объектов на классы при данном алгоритме разбиения. В каждом конкретном случае этот выбор должен производиться по-своему в зависимости от целей исследования, физической и статистической природы вектора наблюдений X, априорных сведений о характере вероятностного распределения X.
Рассмотрим наиболее широко используемые в задачах кластерного анализа расстояния и меры близости.
Обычное Евклидово расстояние
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(23.2)

где хil, xjl - величина l -ой компоненты i-го (j-го ) объекта (l =1,2,...,к, ij=l,2,...,n) Использование этого расстояния оправдано в следующих случаях:
а)наблюдения берутся из генеральной совокупности, имеющей многомерное нормальное распределение с ковариационной матрицей вида (2Ек, т.е. компоненты X взаимнонезависимы и имеют одну и ту же дисперсию, где Ек- единичная матрица;
б)компоненты вектора наблюдений X однородны по физическому смыслу и одинаково важны для классификации;
в)признаковое пространство совпадает с геометрическим пространством.
Естественное с геометрической точки зрения евклидово пространство может оказаться бессмысленным (с точки зрения содержательной интерпретации), если признаки измерены в разных единицах. Чтобы исправить положение, прибегают к нормированию каждого признака путем деления центрированной величины на среднее квадратическое отклонение и переходят от матрицы X к нормированной матрице с элементами
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где 
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-значение l -го признака у i -го объекта,
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x

- среднее значение l-го признака, 

       Sj - - среднее квадратическое отклонение l-го признака.
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Однако эта операция может привести к нежелательным последствиям. Если кластеры хорошо разделены по одному признаку и не разделены по другому, то после нормирования дискриминирующие возможности первого признака будут уменьшены в связи с увеличением "шумового" эффекта второго.

Взвешенное Евклидово пространство
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(23.5)
Применяется в тех случаях, когда каждой компоненте 
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x

вектора наблюдений X удается приписать некоторый "вес" (l, пропорционально степени важности признака в задаче классификации. Обычно принимают О<(l<1, где l =1,2,...K.
Определение "весов", как правило, связано с дополнительными исследованиями, например, организацией опроса экспертов и обработкой их мнений. Определение весов (l только по данным выборки может привести к ложным выводам.

Хеммиигово расстояние
Используется как мера различия объектов, задаваемых дихотомическими призна​ками. Это расстояние определяется по формуле
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(23.6)
и равно числу несовпадений значений соответствующих признаков в рассматри​ваемых i-м и j-м объектах.
В некоторых задачах классификации объектов в качестве меры близости объектов можно использовать некоторые физические содержательные параметры, так или иначе характеризующие взаимоотношения между объектами. Например, задачу классификации отраслей народного хозяйства с целью агрегирования решают на основе матрицы межотраслевого баланса [1].
В данной задаче объектом классификации является отрасль народного хозяйства, а матрица межотраслевого баланса представлена элементами sij, характеризующими сумму годовых поставок i-ой отрасли в j-ю в денежном выражении. В качестве меры близости {rij} принимают симметризованную нормированную матрицу межотраслевого баланса. С целью нормирования денежное выражение поставок i-ой отрасли в j-ю заменяют долей этих поставок по отношению ко всем поставкам i-ой отрасли. Симметризацию же нормированной матрицы межотраслевого баланса можно проводить, выразив близость между i-й и j-й отраслями через среднее значение из взаимных поставок, так что в этом случае rij = rji.

Как правило, решение задач классификации многомерных данных предусматривает в качестве предварительного этапа исследования реализацию методов, позволяющих выбрать из компонент х1, х2, ..., хk наблюдаемых векторов X сравнительно небольшое число наиболее существенно информативных, т.е. уменьшить размерность наблюдаемого пространства.
В ряде процедур классификации (кластер-процедур) используют понятия расстояния между группами объектов и меры близости двух групп объектов.
Пусть si- i-я группа (класс, кластер), состоящая из ni объектов;

хi - среднее арифметическое векторных наблюдений si группы, т.е. "центр тяжести" i-й группы;
р (sl ,sm) - расстояние между группами sl и sm.
Наиболее употребительными расстояниями и мерами близости между классами объектов являются:
· расстояние, измеряемое по принципу "ближайшего соседа"
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(23.7)

· расстояние, измеряемое по принципу "дальнего соседа"
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(23.8)
· расстояние, измеряемое по "центрам тяжести" групп
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(23.9)
· расстояние, измеряемое по принципу средней связи , определяется как среднее арифметическое всех попарных расстояний между представителями рассматриваемых групп
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(23.10)
Академиком А.Н.Колмогоровым было предложено "обобщенное расстояние" меж​ду классами, которое включает в себя в качестве частных случаев все рассмотренные выше виды расстояний.

Расстояния между группами элементов особенно важно в так называемых агломеративных иерархических кластер - процедурах, так как принцип работы таких алгоритмов состоит в последовательном объединении элементов, а затем и целых групп, сначала самых близких, а затем все более и более отдаленных друг от друга.

При этом расстояние между классами Sl и S(m.q), являющиеся объединением двух других классов Sm и Sq, можно определить по формуле
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(23.11)
расстояния между классами Si, Sm и Sq;

(, (, (, ( - числовые коэффициенты, значения которых определяют специфику процедуры, ее алгоритм.

Например, при (= (=-(=1/2и (=0 приходим к расстоянию, построенному по принципу "ближайшего соседа". При (= ( =(=1/2 и (=0 - расстояние между классами определяется по принципу "дальнего соседа", то есть как расстояние между двумя самыми дальними элементами этих классов.

И, наконец, при

(=nm/(nm+nq), (=nq/(nm+nq), (=(=0

соотношение (23.11) приводит к расстоянию (ср между классами, вычисленному как среднее из расстояний между всеми парами элементов, один из которых берется из одного класса, а другой из другого.

23.3. Функционалы качества разбиения
Существует большое количество различных способов разбиения заданной сово​купности элементов на классы. Поэтому представляет интерес задача сравнительного анализа качества этих способов разбиения Q(S), определенного на множестве всех возможных разбиений.

Тогда под наилучшим разбиением S* понимаем такое разбиение, при котором достигается экстремум выбранного функционала качества. Следует отметить, что выбор того или иного функционала качества, как правило, опирается на эмпирические соображения.
Рассмотрим некоторые наиболее распространенные функционалы качества разбиения. Пусть исследованием выбрана метрика р в пространстве X и пусть S=(si,s2,...,sp) - некоторое фиксированное разбиение наблюдений xi, ...,xn на заданное число р классов S1,S2,...,Sp.
За функционал качества берут сумму ("взвешенную") внутриклассовых дисперсий
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(23.12)

23.4.  Иерархические кластер-процедуры

Иерархические (древообразные) процедуры являются наиболее распространенными (в смысле реализации на ЭВМ) алгоритмами кластерного анализа, Они бывают двух типов: агломеративные и дивизимные. В агломеративных процедурах начальным является разбиение, состоящее из n одноэлементных классов, а конечным - из одного класса; в дивизимных - наоборот.
Принцип работы иерархических агломеративных (дивизимных) процедур состоит в последовательном объединении (разделении) групп элементов сначала самых близких (далеких), а затем все более отдаленных (близких) друг от друга. Большинство этих алгоритмов исходит из матрицы расстояний (сходства).
К недостаткам иерархических процедур следует отнести громоздкость их вычислительной реализации. Алгоритмы требуют вычисления на каждом шаге матрицы расстояний, а следовательно, емкой машинной памяти и большого количества времени. В этой связи реализация таких алгоритмов при числе наблюдений, большем нескольких сотен, нецелесообразна, а в ряде случаев и невозможна.
В качестве примера рассмотрим агломеративный иерархический алгоритм. На первом шаге алгоритма каждое наблюдение Xi (i=l,2,...n) рассматривается как отдельный кластер. В дальнейшем на каждом шаге работы алгоритма происходит объединение двух самых близких кластеров, и с учетом принятого расстояния по формуле пересчитывается матрица расстояний, размерность которой, очевидно, снижается на единицу. Работа алгоритма заканчивается, когда все наблюдения объединены в один класс.
Большинство программ, реализующих алгоритм иерархической классификации, предусматривает графическое представление результатов классификации в виде дендрограммы.
23.5.   Тестовый пример
Провести классификацию п=6 объектов, каждый из которых характеризуется двумя признаками
	Номер
	
	
	
	
	
	

	Объекта
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	Xil
	5
	6
	5
	10
	11
	10

	Xi2
	10
	12
	13
	9
	9
	7


Воспользуемся агломеративным иерархическим алгоритмом классификации. В ка​честве расстояния между объектами примем обычное евклидово расстояние. Тогда согласно (23.1) расстояние между объектами 1 и 2 равно
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очевидно, что (11=0. 
Аналогично находим расстояния между всеми шестью объектами и строим матрицу расстояний  R1

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	1
	0
	2,24
	3
	5,10
	6,08
	5,83

	2
	2,24
	0
	1,41
	5
	5,83
	6,40

	3
	3
	1,41
	0
	6,40
	7,21
	7,81

	4
	5,10
	5
	6,40
	0
	1
	2

	5
	6,08
	5,83
	7,21
	1
	0
	2,24

	6
	5,83
	6,40
	7,81
	2
	2,24
	0


Из матрицы расстояний R1 следует, что объекты 4 и 5 имеют наименьшее расстояние d(4.5)=1.

Расстояние между кластерами будем находить по принципу "ближайшего соседа", воспользовавшись формулой пересчета (23.8). Так, расстояние между объектом Sl и кластером S(4,5) равно

(1,(4.5) =((S1,S(45))=0,5(14 +0,5р15 –0,5|р14-(15| = 0,5(5,10 + 6,08)-
-0,5(5,10-6,08)=5,10.
Мы видим, что расстояние (1,(4,5) равно расстоянию от объекта 1 до ближайшего к нему объекта, входящего в кластер S(4,5), т.е. (1,(4,5)=(1,4=5,10 Тогда матрица расстояний равна R2 после объединения имеет 5 кластеров

Объединим объекты 2 и 3, имеющие наименьшее расстояние р23.=1,41. После объединения имеем четыре кластера:

S(l),         S(2,3),      S(4,5),      S(6).
Матрица R2

	
	1
	2
	3
	4, 5
	6

	1
	0
	2,24
	3
	5,10
	5,83

	2
	2,24
	0
	1,41
	5
	6,40

	3
	3
	1,41
	0
	6,40
	7,81

	4,5
	5,10
	5
	6,40
	0
	2

	6
	5,83
	6,40
	7,81
	2
	0


Вновь найдем матрицу расстояний. Для этого необходимо рассчитать расстояние до кластера S(2,3) Для этого воспользуемся матрицей расстояний R2. Например, расстояние между кластерами S(4,5) и S(2,3) равно:

((4.5),(2,3) =0,5((45)2 +0,5р(45)3 –0,5|р(45)2-((45)3| = 0,5(5+6,40-1,40)=5
Проведя аналогичные расчеты, получим матрицу R3

	
	1
	2, 3
	4, 5
	6

	1
	0
	2,24
	5,10
	5,83

	2, 3
	2,24
	0
	5
	6,40

	4,5
	5,10
	5
	0
	2

	6
	5,83
	6,40
	2
	0


Объединенные кластеры S(4,5) и S(6), расстояние между которыми согласно матрице R3 наименьшее: р(4,5),6=2. В результате этого получим три кластера S(1), S(2,3), S(4,5,6)

Матрица расстояний будет иметь вид R4
	
	1
	2, 3
	4, 5,6

	1
	0
	2,24
	5,10

	2, 3
	2,24
	0
	5

	4,5,6
	5,10
	5
	0


Объединим теперь кластеры S(1) и S(2,3), расстояние между которыми равно (1,(2,3) = 2,24. В результате получим два кластера: S(1,2,3) и S(4,5,б) расстояние между которыми, найденное по принципу "ближайшего соседа", равно    ((1,2,3);(4,5,6) =5.
Результаты иерархической классификации объектов представлены на рис. 23.1 в виде дендрограммы.
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